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1. Теория приближения 2л-периодических функций в метрике Lp три­
гонометрическими полиномами имеет в основном завершенный характер 
(по крайней мере, если говорить об оценках наилучших приближений 
через модули гладкости и об обратных оценках, точных по порядку) ;■ 
аналогичной теории в алгебраическом случае нет.

Пусть f(x) 1), 1 р < о°, и Еп(/)Lр — наилучшее приближе­
ние /(х) в метрике Lp(—1, 1) алгебраическими многочленами степени не 
выше п.

В 1960 г. М. К. Потапов (5) доказал, что соотношения
II f (х - h - f (х) 1} = О (^),

£п(/)ьр = О(н-Д

равносильны при 1 / р < v < 1. Г. В. Жидков (3) установил необходимое 
и достаточное условие того, что Еп{()Ъг = O(ra_s_v), 0< v< 1, .$■ О целое. 
Созданный им метод существенно использовал метрику гильбертова про­
странства.

В настоящем сообщении мы устанавливаем некоторые прямые и об­
ратные теоремы для приближения функций в метрике L? алгебраически­
ми многочленами.

2. Обозначим
п

= -^/(^cos^ + /1- ж2 sin? cos X) dX, 0<|£<|1.
о

Функция ft(x) введена в работе (3).
Теорема 1. Справедливо неравенство

[1/П

Обозначим Lp, (1-ж2)Р»/2 пространство функций, суммируемых с р-й сте­
пенью на (-1, 1) с весом (1- ж2)р8/2.

со

Теорема 2. Пусть 2 (/)ь <0° G? > 1 ~ натуральное чис-
А=1 Р ' х

ло). Тогда и абсолютно непрерывны на любом отрезке
[-1 + е, 1 - е], 0 < е < 1, /(s), (A)(s) е ЬР, u-^ps/z и справедливо неравен­
ство

оо [1/0

< С (/, р, s) _ 2 k^Ek (/)ьр + С (/, р, s) • I2 2 *s+1^ (/)bp- 
fe=[l/4f]+l *=°
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Теоремы 1 и 2 доказываются известным методом С. Н. Бернштейна. 
При этом используются неравенства

II Р’п IIl^-i.d < С (р) ге21| Рп \\Lp^ (см. С)),

IIР% и < С s) nS IIр- « (СЛГ- (4»-

Рп — алгебраический многочлен степени не выше п.
Для доказательства теоремы 1 используется также следующая
Лемма. Если j(x) абсолютно непрерывна на любом отрезке [ — 1 + е, 

1 — е], 0< е< 1, /(х) е LP(—1, 1), то
I/-ЛКм.и< с

3. Обозначим Еп $)ър, ф(ж) — наилучшее приближение /(ж) алгеб­
раическими многочленами степени не выше п в ЕЛ- -1, 1) с весом ср(х).

Теорема 3. Если f(x) абсолютно непрерывна на любом отрезке 
[—1 + е, 1 — е], 0 < е < 1, f(x) <= LP: <i-?)P(s-d/2 , s > 1 целое, re > 1 целое,
то

4. Предполагая /(s), (ft)(s) е Lp, (i-.x2)ps/2, s > О, введем
--у/*-

Q1” (/; 6) = sup ■
С>о о -г О)

Теорема 4. Справедливо неравенство
й»(f, [4LQ .

р, S
В равномерном случае теорема, аналогичная теореме 4, доказана в 

работе (2), но в ней вместо производных и (A)(s) используются DBf и 
где D = (1 — ж2) — — оператор Лежандра, a D‘ — его s-я сте­

пень.
Приведем краткое доказательство теоремы 4. Положим

75

Легко видеть, что
п

j А'гп-г (t) sin t dt = 1, (1)
О

75

\ К(t) siu t ■ dt^-^-, O<|1<2. (2)
«’ TV
0

Положим также Qzn-2(f; x) = ji(,x)K2n_i(t) sin t dt. Докажем, что 
. 0

V2n-2(f; ж) s Я2т»-2 — множество всех алгебраических многочленов
степени не выше тп). Для этого вначале рассмотрим случай, когда ]{х) — 
произвольный алгебраический многочлен, пусть j(x)^Hm. Представим m
f(x) в виде f(x) =2 СьХЛх), где {Хл (ж) }0°° — ортонормальная на [ — 1, 1] 

fc=0
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ист-ема многочленов Лежандра. Тогда, как известно (3), //(ж) =
-г

=S оХД^ЛДсоэt), откуда следует, что х) <^Н2п-2 для
;.'=0

Пользуясь ограниченностью Q2n-_2 как оператора из L(—1, 1) в Lp(—1, 1) 
л плотностью множества всех алгебраических многочленов в LP(—1, 1), 
доказываем, что х)<^Н2п_2 для любой /(j:)eLp(-1, 1). Далее,

трудно показать, что при — 1<ж<1
71

Qin-2<j', X) = K^2(t)sintdt. (3)
О

Считая (s + 2) /2, применяя обобщенное неравенство Минковского и 
принимая во внимание (1), (2), (3), получим

E2n-2-s (/s))lPi (i_x2)Ps/2 < || /(s) (x) - (/; x) \\Lp, =

= H I $ [/(s) (^) — (ft A'2n_2 (0 sin tdt\ • (1 — a?)ps/'2 dx\ C
—10 J

71 1 1/p
< § K2n-2 (i) sin t dt И (1 — 2!2)W21 (x) — [ft («)](s) |p dx\ <7

0 —1 J

к
c K2n_3 (t) sin I ■ Sr p (7) dt =

0

= jj K2n_2 (t) sin t ■ s’f j < -1 (1 + tn)- dt CQts) (f; 4)l •
0 p’s

Применяя s раз теорему 3, получим, что

откуда

Следствие теорем 1, 2 и 4. Для того чтобы En(f)Lp~ О(п~‘~а), 
s И= 0 целое, 0 < а < 1, необходимо и достаточно, чтобы

IК. =
В случае р = 2 следствие доказано в работе (3). Отметим, что в слу­

чае р =£ 2 потребовались иные технические средства.

Ленинградский финансово-экономический институт Поступило
им. Н. А. Вознесенского 11IV 1972
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