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ОБ ИЗОМЕТРИЧЕСКИХ ПРЕДСТАВЛЕНИЯХ 
ЛОКАЛЬНО КОМПАКТНЫХ АБЕЛЕВЫХ ГРУПП

(Представлено академиком В. И. Смирновым 30 III 1972)

В работах Лорха (*),  Ю. И. Любима (2~4), Якобса (5), де Лю-Гликсбер- 
га (6) спектральные свойства операторов в банаховом пространстве изу­
чались методами теории почти-периодических функций. Настоящая за­
метка в известном смысле является продолжением этих исследований. Су­
щественно новым, по сравнению с указанными выше работами, у нас яв­
ляется применение гармонического анализа в духе Берлинга к изучению 
представлений групп (ср. (7)). Отметим, что полученные нами результа­
ты связаны с некоторыми результатами А. С. Маркуса, Л. Н. Никольской 
и Н. К. Никольского (8).

* Требование сепарабельности по существу излишне в вопросах, рассматривае­
мых в настоящей заметке, но отказ от него может потребовать пересмотра основ­
ных определений.

** Если представление Т равномерно ограничено, т. е. II М для всех ? = С. 
то в пространстве Э можно ввести новую норму ||z|ii = sup IITg^ll, эквивалентную дан­
ной. Очевидно, что = 1. Это показывает, что изучение равномерно ограничен­
ных представлений сводится к изучению изометрических представлений. Предполо­
жение об изометричности мы сохраняем на протяжении всей заметки.

Пусть G — локально компактная сепарабельная * абелева группа, 
G*  — группа ее унитарных характеров, Т — сильно непрерывное представ­
ление группы G ограниченными линейными операторами в банаховом про­
странстве 8. Обозначим через о (Г) спектр представления Т в смысле 
Ю. И. Любича (9), т. е. множество таких характеров / е G*,  для каждого 
из которых существует нормированная последовательность векторов 
{хп} с S такая, что

lim (Т gxn — х (g) хп) = 0
П—>оо

для всех g е G. В (9) доказано, что спектр представления не пуст и замк­
нут в топологии группы G*.  Характер % будем называть собственным 
для представления Т, если существует вектор х =А 0 (собственный вектор 
представления), на котором Тех =^{g)x. Множество собственных харак­
теров назовем дискретным спектром представления и обозначим через 
сАТ) (очевидно, Od (Г) <=-<з(Т)).

Пусть Т — изометрическое представление **,  т. е. = 1 для всех ge 
е G. Свяжем с представлением Т семейство скалярных функций 
{q>(7»}, х е8, ере 8*,  на группе. Гармонический анализ этого семей­
ства позволяет получить достаточно полную информацию о представлении, 
А именно, обозначим через а^,х спектр Берлинга (см. (10)) функции 
<р(Тех). Оказывается, (7) что

о(Зр) = U Оф.х, (1)
х

где черта означает замыкание в группе G*.  В следующей теореме дается 
достаточное условие непустоты дискретного спектра аАТ) представле­
ния Т.
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Теорема 1. Пусть %0 — изолированная точка спектра .
Тогда %0 — собственный характер.
Эта теорема, благодаря (1), эквивалентна следующему хорошо извест­

ному факту гармонического анализа: если ограниченная функция /(g,! 
на локально компактной абелевой группе имеет спектр Берлинга, состоя­
щий из единственной точки Хо, то /(g) = c%o(g), с = const.

Теорема 2. Собственные векторы х и у представления Т, отвечаю­
щие различным собственным характерам, взаимно ортогональны в бана­
ховом смысле, т. е. для всех комплексных а

Ik + ау|| > [|ж||, ||у + ая|| > ||у||.

Следствие. Дискретный спектр представления Т в сепарабельном 
пространстве 8 не более чем счетен.

Все следующие результаты относятся к представлению с полной систе­
мой собственных векторов. Как известно (3), такие представления тесно 
связаны с почти-периодическими функциями.

Теорема 3. Для того чтобы система собственных векторов представ­
ления Т была полна, необходимо, а в слабо полном пространстве и доста­
точно, чтобы все функции <p(Tgz) были почти-периодическими на группе.

Для изучения представлений с полной системой собственных векторов 
нам будет удобно использовать введенное Мааком (“) понятие почти-пе- 
риодического вектора.

Вектор х е 8 называется почти-периодическим, если траектория ТЙх. 
g е G, предкомпактна в 8.

Очевидно, что собственные векторы представления являются почти-пе­
риодическими. Очевидно также, что множество почти-периодических век­
торов является замкнутым подпространством в 8. Это подпространство 
совпадает с 8, если система собственных векторов полна. Как показал 
Маак (* ’), для любого почти-периодического вектора х е 8 и любого харак­
тера % существует среднее по группе

Рхя = М {/(g) ТЙх}.

Оказывается, что линейные операторы Рг обладают следующими свой­
ствами: 1) ||Z\|| = 1, 2) Рг2 = Ру, т. е. Р,_ — проектор, 3) ТЙРу = РуТЙ, 
4) если Ру. О, то Ру проектирует на собственное подпространство, соот­
ветствующее характеру /, 5) если /1^X2, то Ру,-Ру, = §. Последнее свой­
ство усиливает теорему 2. Сопоставим каждому вектору х формальный 
ряд Фурье

х — 2 (2)
х

(члены этого ряда, для которых % не является собственным характером, 
равны нулю).

Теорема 4. Если все члены ряда Фурье вектора х равны нулю, то 
х = 0.

Следствие. Если ряд Фурье вектора х слабо сходится, то его сумма 
равна х.

Для представлений с полной системой собственных векторов имеет 
место спектральный синтез.

Теорема 5. Если система собственных векторов представления Т 
полна, то она полна в каждом инвариантном подпространстве.

Теорема 1 показывает, что существование собственных векторов пред­
ставления может следовать из топологических свойств спектра. Следую­
щая теорема дает весьма общие достаточные условия полноты системы 
собственных векторов представления в терминах топологии спектра.

Теорема 6. Пусть пространство 8 представления Т слабо полно. 
Если спектр представления не содержит непустых совершенных подмно­
жеств, то система собственных векторов полна.
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Доказательство этой теоремы существенно использует равенство (1) 
и один результат Люмиса (12), дающий условие почти-периодичности 
функции на группе в терминах ее спектра Берлинга. Теорема 6 точна в 
следующем смысле. Если К — несчетное замкнутое подмножество группы 
характеров G*,  то существует такое унитарное представление группы G 
в гильбертовом пространстве, спектр которого совпадает с К, а система 
собственных векторов не полна.

* T. e. из (g) . .. T.AK{g) = 1 следует, что nt = . .. nk = 0.
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Укажем на одно применение теоремы 6 к линейным дифференциаль­
ным уравнениям в банаховом пространстве. Пусть А — линейный опера­
тор, определенный на плотном линейном многообразии DA в банаховом 
пространстве S3. Предположим, что А замкнут и задача Коши

= — оо<1<оо, х (0) = х, (3)

при любом х е Da имеет единственное решение.
Теорема 7 (ср. (2, 13)). Пусть пространство 8 слабо полно и спектр 

оператора А счетен.
Тогда, если все решения задачи Коши (3) ограничены при < t < 

< оо, то они являются почти-периодическими функциями.
Формальный ряд Фурье (2), разумеется, не обязан сходиться. Одна­

ко в некоторых случаях он сходится и даже сходится безусловно. Это свя­
зано с арифметической природой спектра представления в(Т). Используя 
известную теорему Хартмана и Рыль-Нардзевского об абсолютной сходи­
мости ряда Фурье почти-периодической функции, можно показать, что 
если дискретный спектр представления щ(Т’) является независимым 
множеством над кольцом целых чисел*,  то ряд (2) сходится безусловно. 
Известно, что независимое над кольцом целых чисел множество харак­
теров является множеством Хелсона, т. е. таким компактным подмно­
жеством группы характеров G*,  что любая непрерывная функция на нем 
представляет собой сужение преобразования Фурье некоторой функции 
из 1Т(С) (см. (14)).

Т е о ре м а 8. Если спектр представления является счетным множе­
ством Хелсона и система собственных векторов представления полна, то 
собственные подпространства образуют безусловный базис в 8.

Теорема 8 точна в том смысле, что если компактное счетное множе­
ство Е нс является множеством Хелсона, то существует представление 
группы G в некотором банаховом пространстве такое, что его спектр сов­
падает с Е, система собственных векторов полна, а собственные подпро­
странства не образуют безусловного базиса.

Автор выражает благодарность Ю. И. Любичу за полезное обсуж­
дение настоящей работы.
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