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В заметке изучается класс стационарных гауссовских процессов 1(f), 
t > 0, Mg (0 =0, для которых существует такой стационарный процесс 
т] (t), стационарно связанный с ^(t), что

t
ВЮ — U°) =$il(s)ds +ffw(if), (1)

о

где w(t) — процесс броуновского движения, о > 0 — некоторая неслучай­
ная постоянная. Нетрудно показать, что для стационарного гауссовского 
процесса, имеющего стохастический дифференциал, последний необходи­
мо имеет вид (1). Кроме того, в силу известной альтернативы для ста­
ционарных гауссовских процессов, можем далее все процессы считать не­
прерывными с вероятностью 1.

Так же, как доказывается известная теорема Дуба ((’), § 1, теоре­
ма 1), можно показать, что справедлива следующая

Теорема 1. Для того чтобы гауссовский стационарный процесс имел 
стохастический дифференциал

d^lf) — г; (£)dt + a dwlt),

необходимо и достаточно, чтобы с вероятностью 1 выполнялось

M{g(f + h) — g(t) /%,} =ц(£)/1 + o(h),

M{[Ut + h) -g(i)]2/SJ = <Fh + o(h),

где некоторое монотонное семейство G-алгебр, величины p(i) измери­
мы относительно St при каждом t, а символ о (•) понимается в смысле 
среднеквадратической сходимости.

При некоторых дополнительных ограничениях можно получить усло­
вия стохастической дифференцируемости в терминах спектра процесса 
g(0- Обозначим через /П(Л) плотность абсолютно непрерывной компонен­
ты спектральной функции Fn(X) процесса ц (i). Пусть

П(0 = ^eiMcZZfl(X), w(t) =

где ZT1(A) и Z„(A) — ортогональные гауссовские комплекснозначные меры, 
причем

MZfl(A1)Z^A7)= $
Ai|~) Дг

MZW (A,) Z^A?) = |Д1ПД2|, 
Mzfl(A1)zw(A2) = J dF^K),

Aif] Дз
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([А| — мера Лебега). Тогда FW(A) абсолютно непрерывна относительно 
меры Лебега и будем обозначать

х
P-nw Р0 = $ (ip-)

—оо

Определение. Будем говорить, что процесс Е (1) имеет регуляр­
ный стохастический дифференциал, если при всех X выполняется — 
- |/их)|2 = о.

Справедлива следующая
Теорема 2. Для того чтобы гауссовский стационарный процесс 

со спектральной функцией F(X) имел регулярный стохастический диффе­
ренциал, необходимо и достаточно, чтобы плотность /(X) абсолютно не­
прерывной компоненты Fc(Jk) функции F(k) имела вид f(?d) = |Л(гХ)|2 и 
при этом

ОО оо

| h (iK) |2 dk оо, \ikh(ik)— ст|2с?Х<(ос,
— ОО —00

С In | h (гХ) j2 ,» , Г In | ikh (iX) — op ,,J 1Д2 + J 1+X-*----- L^>-
—eo —oo

а ступенчатая компонента Fa(k) удовлетворяла условию

2 M [Fd (XA + 0) - Fd (kk - 0)] < co,
k

где kk — точки скачков функции БДХ). Стохастический дифференциал 
имеет вид

= x\(t)dt + ст dw (i), 
где

х х
IF (X) = J | iph (ip) — ст |2 dp + dFd (p),

—oo —oo

/W(X) = ikh(ik) — ст.

Наконец, используя теорему 1, можно показать, что имеет место
Теорема 3. Для того чтобы стационарный гауссовский процесс E(i) 

имел стохастический дифференциал, необходимо и достаточно, чтобы его 
корреляционная функция 7?(т) была дважды непрерывно дифференцируе­
ма при т > 0 и 7?'(+0) =И= О, Z?"(+0) < °°. При этом R' (+0) = —ст2 / 2.

Из теоремы 3 вытекает
Теорема 4. Пусть стационарные гауссовские процессы Ei(i), ="(i), 

is [О, Т], имеют нулевые средние и корреляционные функции ЯДт), 
/?2(т), которые дважды непрерывно дифференцируемы при т>0. Для 
того чтобы меры в функциональном пространстве, отвечающие процессам, 
Ei(i) и Ег(£), были ортогональными, необходимо и достаточно, чтобы вы­
полнялось условие Ri (+0) =^/?/(+0).

Достаточность этого условия легко получить из теоремы Бакстера (2), 
однако его необходимость была известна лишь в случае, когда процессы 
gi(i), i = 1, 2, имеют дробно-рациональные спектральные плотности.
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