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I. Пусть р„— мера в й" с плотностью л1/г"ехр{—|ж|2} относительно 
меры Лебега в 2?n, Р, Q — вещественные полиномы в Rn с равными от­
носительно ii„ моментами, т. е.

§ _P5dpn = § <2sdpn, s = 1,2,3,...

Спрашивается, совпадают ли распределения Р и Q относительно р„; 
иными словами, верно ли, что цп(Р < t) = p.„(Q < i) при всех t е 7?1? 
(См. по поводу постановки этого вопроса (*,2).)

Для полиномов степеней не выше двух положительный ответ на этот 
вопрос следует из критерия Карлемана однозначной разрешимости клас­
сической проблемы моментов (3); в случае произвольных степеней кри­
терий этот неприменим и, более того, классическая проблема моментов 

^tsdX(t) — as, us= \Psdpn, s — 0,1,2,...,
R* jn

имеет заведомо больше одного решения (3).
В этой заметке формулируются теоремы, влекущие положительный 

ответ на поставленный вопрос.
IJ. Обозначения. (X, v)—пространство с нормированной мерой, 

х — точка из X, г —точка луча R+ = [0, +оо); ц — мера на R+ с плот­
ностью Сг1 ехр {—г’}. Здесь С > 0 — нормирующая постоянная, I 0, 
q > 0. (У, 0) будет обозначать пространство с мерой (А X 7?+, v X р).

Определение 1. Пусть {/{}Д=о—набор измеримых функций на X. 
k

Функцию F r) =^ifi (х)г\ заданную на У = X X R+, назовем 
о

псевдополиномом. Функции /, будем называть коэффициента­
ми псевдополинома F.

III. Теорема 1. Пусть F, G— действительные псевдополиномы с 
ограниченными коэффициентами и vraiinf |А(ж) |, vrai inf | (ж) | > 0,

хеХ хеХ
(Здесь fk, gk — старшие коэффициенты F и G.)

Если ^FsdQ — \GsdQ при s = 1, 2, 3,... , то F и G равнораспреде- 
Y Y

лены по мере 0.
Примечание 1. Если F, G 0, то требование

при натуральных s в условии теоремы 1 можно заменить требованием 
= § G\ гДе {s.} i=o — любая последовательность комплексных 

чисел Re 0, имеющая положительную плотность при порядке, рав­
ном 1 (см. определения в (4)).

Примечание 2. Заключение теоремы 1 можпо усилить. Функции 
k k

равнораспределены no мере v на X при 
i=0 i—0

любом фиксированном г 0.
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Теорема 2. Пусть Fi,...,Fm, Gt,...,Gm—действительные псевдопо­
линомы с ограниченными коэффициентами. Пусть, кроме того, старшие 
коэффициенты этих псевдополиномов ограничены от нуля по абсолютной 
величине.

Если Fl*. . . .. . G™dO при всех неотрицательных це-
Y Y

лочисленных наборах s = (st,..., s,„), то распределения вектор-статистик 
F = (Fi,...,Fm) и G = (Gi,...,Gm) по мере 6 совпадают.

Здесь, как и в примечании 1, можно было бы рассматривать не толь­
ко целочисленные наборы s= (si,..., sm), если считать псевдополиномы 
Fi и Gt, i = 1, 2,..., m, неотрицательными.

Будем далее считать X вещественным алгебраическим многообрази­
ем, a v — аналитической мерой на X. Коэффициенты псевдополиномов 
будем считать действительными функциями, регулярными (в смысле ал­
гебраической геометрии, см. определения в (9)) на X.

Определение 2. Псевдополином будем называть алгебраиче­
ским, если для его коэффициентов выполнены перечисленные выше ус­
ловия.

Теорема 3. Пусть Fi,..., Fm; G,..., Gm — действительные алгебраи­
ческие псевдополиномы с ограниченными коэффициентами.

Если j ^9 =0= Jg’1 dO для всех целочисленных неотри­

цательных наборов s == (Si,..., sm), то распределения вектор-статистик 
F = (Fi,..., Fm) uG = (Gi,..., Gm) no мере 0 совпадают.

П римечание 3. Ограничиваясь для простоты случаем m = 1, 
k k

можно утверждать более сильный факт. Функции (х) и 2 r'Si (^)
о о

равнораспределены на X по мере у при любом фиксированном г 0.
Следствие 1. Если Р, Q — два полинома в R", имеющие вещест­

венные коэффициенты, и j Psdp.n = J Qsdp,n при s = 1, 2, 3,..., то 

ц„(Р < t) = [i„(Q < t) Vi e R' и, более того, P и Q равнораспреде­
лены на каждой (п— 1)-мерной сфере в Rn с центром в начале коорди­
нат по (п — Р)-мерной мере Лебега.

Теорема 4. Пусть F, G — действительные алгебраические псевдо­
полиномы с ограниченными коэффициентами. Если ^FsGldB — FsdO^GldO 

Y Y Y
для всех S, 1 = 0, 1, 2,..., то 9(F < a, G < b) == Q(F < a) -0(G < Ъ) 
для всех (a, b) R\ т. е. полная декоррелированностъ F и G влечет их 
независимость.

Следствие 2. Пусть P,Q — вещественные полиномы в Rn.
Если $ PsQldpn = $ Psdpn J Qldixn для всех s, 1 = 0, 1, 2,..., то 

Rn Rn Rn
P uQ независимы no мере p,,.

IV. Замечания. Следствие 1 может служить обобщением теоре­
мы Кочрэна (см. (10)), относящейся к случаю квадратичных полиномов, 
на случай полиномов произвольных степеней. Следствие 2 существенно 
при исследовании так называемой проблемы расцепления декоррелиро- 
ванных полиномов (см. по этому поводу (5,6)).

Следует заметить, что в теоремах 1—4 можно рассматривать и 
псевдополиномы с комплексными коэффициентами. Правда, при этом 
необходимо, чтобы старшие коэффициенты псевдополиномов были дейст­
вительными функциями. Это требование существенно, как показывает 
пример полиномов в R1, имеющих комплексные коэффициенты, /(ж, у) = 
= х + iy и g(x, у) = (жiy) 2. Очевидно, все моменты / и g по мере 

1012



ц2 равны нулю и, значит, равны между собой; fug, однако, не являются 
равнораспределенными по мере р2 ни в каком смысле.

При доказательстве теорем 3, 4 существенно используются результа­
ты, содержащиеся в (8). В частности, необходимым (в доказательстве 
автора) является использование теоремы Хиронака об особенностях 
(9). Автору неизвестно, верны ли теоремы 3, 4 без требования алгебраич- 
ности псевдополиномов. Весьма возможно, кроме того, что теоремы, ана­
логичные 1—4, верны и для целых функций порядка, меньшего 1.

Имеется другой подход к рассмотренным задачам. Нетрудно видеть, 
что для двух измеримых функций <р и ф, заданных на 7?1 и таких, что 
s(ср — ф) = т < +<эо, равенства

§ t\>dt - tltydt, i = 0,1, 2,..., т,
в, в>

влекут за собой равенство ф = ф почти всюду. Здесь s(h) обозначает чис­
ло (существенных) перемен знака функции h, заданной на R1.

Возникает вопрос: верно ли, что з(|тп(Р < i) — ц„(<2 < i)) < +оо? 
Здесь Р, Q — полиномы в R".

Относительно функции распределения полинома Р ц„(Р < t) из­
вестно, что она формально удовлетворяет некоторому однородному линей­
ному дифференциальному уравнению с полиномиальными коэффициен­
тами (7). Можно показать, что она кусочно-аналитична и число «изло­
мов» ее на оси не превосходит кп, где к — степень полинома.

Ответ на поставленный вопрос положителен в простых частных слу­
чаях (например, в случае п = 1 или в случае однородных Р и (?) • Ответ 
в общем случае автору неизвестен.

Гипотеза. х(цп(Р < I) — ц„((? < t)) < (Атп)Вп. Здесь P, Q — по­
линомы степеней не выше чем т, а п — число переменных. Постоянные 
А и В не зависят от Р и Q.

Автор выражает признательность акад. Ю. В. Линнику за постановку 
задачи и постоянное внимание, М. Л. Громову и А. А. Зингеру за по­
лезные обсуждения.
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