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Пусть в области D трехмерного эвклидова пространства заданы ана­
литические функции а(х, у, z), b(x, у, z), с(х, у, z), и пусть и —регуляр­
ная в D гармоническая функция. Рассмотрим задачу о наклонной произ­
водной с граничным условием

аиу_ + buy + cuz = f, (О
•заданным на границе Г области D.

Для функции v = аих Д- buu + cuz имеем

Av + ZiVx + LzVy + Ksvz = Puxy + QuvV + Aux + Buv Cuz, (2) 
где

= 2 [c (az + cx) — a (ax — cz) ] (a2 + с3) -1,

A3 = 2 [c (ax — cz) — a (az + cx) ] (а2 Д- 62) -1,

Аг — — [Аз& Д- 2 (bz Д- c;;) ]c_1; P = At& Д- АгЯ Д- 2 (ay Д- bx),

Q = A2& — A3c + 2 (by — ax),
A=L(a), B = L(b), C = L(c),

L = A + '/.id I dx Д- A2 <9 / dy Д A3 <9 / dz.

Будем предполагать, что с 0 всюду в D. При выполнении этого ус­
ловия все коэффициенты соотношения (2) аналитичны в D. Из (2) по­
лучаем (*)

g + ^G(X,Xl)l(u)da + ^G(X,X1')[P-^-+ (3)
D D 2/1

где G — функция Грина задачи Дирихле для области D уравнения 
L(v) =0, g — решение этого уравнения, совпадающее с / на Г, 1(и) = 
= Аих Д- Виу 4- Cuz, X = (х, у, z),Xt = (xi, yh zt).

Таким образом, каждое решение задачи (1) удовлетворяет интегро- 
дифференциальному уравнению

аих + buv + cuz = g + G (X, Хг) I (и) du> Д-

(4>
D 1

а сама задача (1) эквивалентна отысканию гармонических решений урав­
нения (4).

Наряду с функцией v рассмотрим функцию w = иу. Уравнение (4) 
эквивалентно системе

аи
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(5)
D

U.j — W.

Выполнив интегрирование по частям, получим

<аих 4- Ъиу 4- cuz = g + \ L (X, XJ и (Xx) da + К (X, X±) w (Xt) da, (6) 
b D

Uy — w.

К (X, Xx)= A- [P (Xx) G (X, Xx)] + A- [Q (Xx) G (X, Xx)], 

L (X, Xx) = A_ [4 (Xx) G (X, Xx)] + -А [В (Xx) G (X, Xx)] +

+ -A [C(Xx)G(X, Xx)J.

Очевидно, что ядра Kn L являются фредгольмовыми ядрами.
Для упрощения дальнейшего исследования системы (6) наложим ряд 

ограничении на область D.
Определение. Пусть в области D с Я3 с гладкой границей Г за­

дано векторное поле Р(а,Ъ, с). Область D будем называть сильно вы­
пуклой относительно Р, если она удовлетворяет следующим ус­
ловиям:

1) каждая траектория поля Р, пересекающаяся с D, пересекает D по 
связной дуге, гомеоморфной отрезку прямой;

2) поле Р выходит в касательную к Г плоскость по гладкой связной 
замкнутой кривой L, через которую можно провести аналитическую в D 
поверхность М такую, что М является гладким двумерным многообрази­
ем с краем L, а каждая траектория поля Р, пересекающаяся с D, пере­
секает М только в одной точке, причем векторы поля Р на М составляют 
острый угол с нормалью к М.

Будем предполагать, что область D сильно выпукла как относительно 
поля Р(а, Ъ, с), так и относительно векторного поля Q (0, 1,0).

В силу сделанных предположений, существуют два независимых голо­
морфных в D интеграла g и ц уравнения

йфх + бфг, 4- сф2 = О
и обращающееся в нуль на М голоморфное в D решение £ уравнения

+ Cgz = 1.

Якобиан функций g, ц и £ отличен от нуля всюду в D, и эти функции мо­
гут служить криволинейными координатами в D (2,3).

Положим
U г.

.h (X) = $ gl Q, щ t) dt, M (X, Xx) = $ Lx (|, ц, f, Xx) dt,
0 0

N0(X, Хх) = $Хх(£,гМ;ХхЖ
о

где gi, Li и Ki получаются из g, L и К заменой переменных х, у и z на 
?, П и S-

Из первого уравнения системы (6) имеем

и = h (X) + х (£,?]) +^М(Х, Хх) и (Хх) da + l No (X, Хх) w (Хх) da, (7)
о п
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где % — произвольная аналитическая в области D функция переменных 
g и т]. Из (7) находим (4)

w = X (В, Л) + $ R (X, X,) X (S1, Л1) d^ + H (X) + 
ь

+ 2 (X) + $ (X, Х\) w (XJ d®, (8)

§ (MX) [/г (X) + X (£> Л)1+MX) w (X)} d® = О, i = l,...,zn, (9)
b

где R— обобщенная резольвента ядра L, i = 1,..., т, — линейно 
независимые решения уравнения

и (X) = J М (X, Xj) и (X,) d®, (10)
D

V;, — решения сопряженного для (10) уравнения, С(, 1 =
.= 1,... ,т,— произвольные постоянные;

Н (X) = h (X) + $ R (X, XJ h (XJ d®,
b

Nx (X, XJ = Xo (X, Xx) + $ R (X, X2) No (X2, XJ da,
D

MX)4 vj(X1)X0(X1,X)d®.
b

Для и имеем представление (*)

Z(X,X1)g(X1)do + C0, (И)
г

где Z — вполне определенное ядро с особенностью типа функции Грина, 
q (X) — след нормальной производной ди / дп на Г, а Со — произвольная 
постоянная.

Поскольку в (8) и (11) фигурирует одна и та же гармоническая функ­
ция, то из (11), (8) и (9) получаем

$ 5 (X, Хх) q (X,) do = X (В, Л) + $ R (X, X.) X Лх) da +
Г D

+ ^Сг%(Х)-С0 + Н(Х), (12)

г=1

$ Pi(X)g(X)dc>= -Д Vi(X)[/i(X) + x(£,T]M®, i = (13)
Г D

$ q (X) da = 0,
Г

S (X, XJ = Z (X, Хх) - J Л\ (X, Х2) Z (Х2, Хх) d® - Х1 (X, XJ cos (п, у),
D

Pl (X) = $ Hi (Xi) z (Xx, X) d®.
D

Таким образом, задача о наклонной производной (1) эквивалентна 
следующей задаче: можно ли подобрать функцию /(g, ц) и постоянные
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Ci так, чтобы система (12), (13) интегральных уравнений Фредгольма? 
первого рода относительно функции q (X) была разрешимой?

Отметим, что редукцию задачи о наклонной производной к интеграль­
ным уравнениям первого рода можно провести при условии, что а, b и 
с таковы, что существуют аналитические в D функции а, [3 и у такие, что-
ранг матрицы

а ь С 0 0
0 а 0 ъ с

— с 0 а — с Ъ
а 3 Y 0 0
0 а 0 ,3 т

— т 0 а — т 3
равен 5 во всех точках области D.
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