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(Представлено академиком С. Л. Соболевым 26 IV 1972)

В (*) вопрос о мере педоопределенлости задами о наклонной производ­
ной с полиномиальными коэффициентами для гармонических функций 
трех независимых переменных редуцируется к исследованию некоторого 
дифференциального уравнения второго порядка с частными производными 
для функции двух независимых переменных. Однако в некоторых случаях 
более удобна другая редукция задачи о наклонной производной, которая 
будет приведена ниже.

Рассмотрим задачу о наклонной производной для регулярных в шаре 
2: {х2 + у2 + z2 < 1} гармонических функций и с граничным условием

аих + buv + cuz = f, (1)

заданным на сфере S: (х2 + у2 + z2 = 1). '
Коэффициенты а, b и с в (1) являются следами на S некоторых поли­

номов А(х, у, z), В(х, у, z) и С (ж, у, z) таких, что уравнению первого по­
рядка

Avx + Buy + Cvz = 0 (2)

удовлетворяют два полинома р и q такие, что

Р./тУ + (р^ - p.qxy + (ДО: - p*q,j)2 0
на сфере S.

Из (2) следует, что найдется множитель /. Ф 0 на S такой, что

У4 = pzqv - pyqz, ТВ = pxqz - pzqx, ТС = pyqx - pxqy.

Рассмотрим однородную задачу, соответствующую задаче (1):

аих + buy + cuz = 0. (3)

Из (3) следует, что для любого аналитического в 2 U S решения и зада­
чи (3) имеет место представление

и = v(p, q) + (1-х2 — у2 z2)w(x, у. z),

где киш — аналитические в 2 U S функции. В силу гармоничности и, 
функции v и w связаны соотношением

— А {(1 — х2 — у2 - z2)2 w} = (р2 + р2 + vpp +
+ 2 (pxqx -I- Pyqy + Pzqz) vpq + (<£ + g2 + g2) vqq + Apvp + Aqvq, (4)

где A — оператор Лапласа.
Поскольку функция w из (4) по заданной функции v определяется 

единственным образом, то вопрос о мере недоопределенностп задачи (3) 
сводится к выяснению того, как можно в (4) подобрать функцию и так, 
чтобы уравнение (4) имело аналитическое в 2 U S решение и\

Вводя в (4) новые независимые переменные s = р, t = q, Z = Т (Ах + 
+ By + Cz), а затем полагая £ = 0, для h(s, t) =у|;=гЭ получим соотно­
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шение
P(s, t')hS3 + 2Q(s, t)hst + R(s, t)hti +

+a(s, t)hs + p(s, i)7t( = co(s, t), (5)
где

p = + P* + Pl) |£=0, Q = (PPP + pvqv + Pz^z) It=o,

p = (Й + Qlj + ^) l?=o’ a = AP11=0> ₽ = M l?=0, 

а функция со однозначно определяется функцией w.
Уравнение (5) рассматривается на алгебраической поверхности 

Mt {£ = 0}, которая может иметь особые точки, поэтому необходимо уточ­
нить, что понимается под решением уравнения (5). Уравнение (5) рас­
сматривается лишь на множестве V2(M) тех точек, в которых М является 
аналитическим многообразием размерности 2, а в особых точках М требу­
ется непрерывность решения и чтобы на каждой неприводимой компонен­
те Mi поверхности М решение (5) было следом на М аналитической в от­
крытой окрестности Mi функции трех независимых переменных.

Рассмотрим однородное уравнение

Р (s, t)hss + 2Q(s, t) hst + R(s, t)htt + a (s, t) hs + [3(s, t)ht = 0, (6)

соответствующее уравнению (5). Из соотношения (6) получаем, что реше­
ние и0 задачи (3), соответствующее решению h0 уравнения (6), имеет вид

и0 = h0 + (1 - х2 - у2 - z2) (х, у, z), (7)

где у — аналитическая функция.
Из (7) следует, что h0 сама является гармонической, а у = 0. Следова­

тельно, при фиксированном со двум различным решениям уравнения (5) 
соответствует аналитическая в 2 U S функция w в (4) лишь в том случае, 
если такая функция соответствует одному из этих решений и эти решения 
отличаются друг от друга гармонической функцией вида h0(p, q). Таким 
образом, произвол в общем решении задачи (3) не больше, чем произвол 
в общем решении уравнения (6).

Уравнение (6) эллиптично во всех тех точках V2(M), в которых выпол­
няется неравенство

— q^Px)2 + (Pzqv — pvqj2 + (pyqx - p*qv)2 > 0, (8)

а особые точки поля Р(кА, кВ, кС) являются точками вырождения урав­
нения (6). Кривые It {д = const, q = const} являются траекториями поляР.

Для того чтобы выделить те решения уравнения (6), которые продол- 
жимы вдоль траекторий поля Р до однозначных в 2 функций v(p, q), 
причем только таким решениям (6) соответствуют однозначные в 2 реше­
ния задачи (3), проведем следующие построения. Все точки множества М 
такие, что их можно соединить друг с другом ломаными, составленными 
из кусков траекторий поля Р, не выходя за пределы 2, отождествим, а ото­
бражение отождествления обозначим т0. В результате отождествления т0 
получим из М новое множество Мо. Через Ti обозначим отображение, 
отождествляющее такие точки множества М, которые можно соединить 
друг с другом любыми ломаными, составленными из кусков траекторий 
поля Р. В результате отождествления получим некоторое множество Ж. 
Очевидно, что отображения т0: М -► М;, и хе. М Ny порождают отображе­
ние л0: Ма Ж такое, что Ti = л0 ° т0.

Коэффициенты уравнения (6) аналитичны и однозначны на множестве 
No, а решения этого уравнения ищутся в классе аналитических на Мо 
функций, допускающих продолжение вдоль траекторий поля Р до одно­
значных в шаре 2 функций v(p, q). Поэтому приходится рассматривать, 
вообще говоря, многозначные на Ж решения уравнения (6). Для того что­
бы построить поверхность N, на которой однозначны все решения уравие- 
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ния (6) рассматриваемого класса, необходимо в Мо произвести еще неко­
торые отождествления, вытекающие из теоремы монодромии для аналити­
ческих функций.

Для того чтобы произвести эти отождествления, выполним следующие 
построения. Каждая траектория поля Р либо целиком лежит на 21/, либо 
пересекается с М лишь в конечном числе точек. Обозначим через X мно­
жество точек М таких, что траектории поля Р, проходящие через эти точ­
ки, целиком лежат на М. Выбросим % из М и оставшееся множество обо­
значим Л. На Л как т0, так и Ti, являются локальными гомеоморфизмами. 
Разобьем Л на связные открытые компоненты Мк так, чтобы на каждом 
отображение т, было взаимно однозначным и чтобы Мк составляли откры­
тое покрытие Л. Рассмотрим два множества Mt и Mj такие, что они содер­
жат открытые множества U, и Uj, отождествляемые в Мо отображением То. 
Возьмем точки Xt^ Ut и U, такие, что т, (-¥,•) — тДХ,) в Na, а через 
Л\ и Nj обозначим образы Ж и М} соответственно в М при отображении тд. 
Рассмотрим две различные точки У,-еЖг и множества Мо такие,
что л0(Уг) = л,>(У3) в No. Точку У, соединим путем Lt с точкой X, в Mt, 
а в Mj точку Yj соединим с точкой Х} путем Lj. Если Lt и Lj можно так 
подобрать, чтобы путь L = -и (Д) U тт (Lj), который получается в Nn из пу­
тей L, и Lj при отображении Tb можно стянуть в точку по Nt U Nj, то точки 
У, и Yj отождествим.

Рассмотрим теперь набор Мц,. . . , М конечного числа множества Мк 
и точки Хл е Мл, Z = 1,.. . , s, такие, что образы их в Лг0 при отображении 
Ti совпадают. Если описанным выше способом точки Х:1 и ХА отождествля­
ются и отождествляются точки Xj2 и Х}3, то будем отождествлять все три 
эти точки и так далее. В результате всевозможных таких отождествлений 
и применения теоремы о монодромии в Мо получим некоторое новое мно­
жество То и два отображения р: Мо То и о: Та -> Ао.

К множеству То присоединим все образы в Мо точек множества к, в ре­
зультате получим множество N. Из построения множества N и теоремы 
монодромии для аналитических функций следует, что всякая аналити­
ческая на N функция h продолжается вдоль траекторий поля Р до одно­
значной и аналитической в S функции v (р, q) и, наоборот, след на N вся­
кой аналитической и однозначной в У функции v(p, q) является однознач­
ной и аналитической функцией. Поэтому уравнение (6) рассматривается 
на N. Это означает, что рассматриваются те решения уравнения (6), кото­
рые принимают одинаковые значения во всех точках М, соответствующих 
одной и той же точке множества N при отображении ip ° т0.

Пусть В — множество таких точек замыкания N, все прообразы которых 
в М лежат на сфере 5; В является границей N. Если неравенство (8) вы­
полняется всюду в У U S, то уравнение (6) эллиптично всюду на N и спра­
ведлива следующая

Теорема 1. Если существуют два полинома р и q, удовлетворяющие 
уравнению (2) и неравенству (8) в S U S, то аналитическое в Y U S реше­
ние задачи (3) однозначно определяется заданием его значений на множе­
стве В.

Замечание. Аналогично рассматривается однородная задача о на­
клонной производной (3) и в том случае, когда коэффициенты граничного 
условия могут быть продолжены аналитически в некоторую область 
й 3 S так, чтобы уравнение (2) имело два независимых голоморфных в D 
интеграла р и q. Только теперь N будет аналитической поверхностью, а не 
алгебраической.
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