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Об ОДНОМ обобщении подгруппы Фраттини 

в конечных разрешимых группах 

Все рассматриваемые нами группы конечны. В обозначениях и определе­

ниях мы следуем монографии [1]. Исследование пересечений максимальных 

подгрупп восходит к работе Фрапини [2]. Полученные им результаты в даль­

нейшем развивались многочисленными авторами. В частности, В. Гашюцом 

[3] исследовал ось пересечение il(G) всех абнормальных максимальных 

подгрупп группы G. В работе Д. Бейдлемана и Т. Сео [4] изучалось поведение 

нормальных подгрупп в обобщенно фрапиниевых расширениях. В статье 

исследуется строение подгруппы, близкой по своим свойствам к подгруппе 

Гашюца il(G). 
Заметим, что в разрешимой группе G существуют и сопряжены холлов­

ские р' -подгруппы, для любого РЕ :r(G). 

Определение. Пусть G - разрешимая группа. Нормальную подгруппу 

Н группы G назовем обобщенной подгруппой Фраттини, если 

G = N G (К) для каждой нормальной подгруппы L из G и каждой 

р' -холловой подгруппы К из L такой, что G = НNG(K). 

Напомним [5], что через F (G) обозначают р -нильпотентный радикал p 

группы G, то есть произведение всех нормальных р -нильпотентных под­

групп группы G . 
Подгруппу Н называют абнормальной, если Х Е< Н,Н

Х > для любого 

х е О: 

Лемма 1. Пусть К <3 G и пусть в К существуют и сопряжены 

р' -холловы подгруппы. Тогда, если Р - р' -холповв подгруппа из К и 

NG(P) '1:- G, то NG(P) - абнормальная подгруппа группы G. 

Д о к а з а т е л ь с Т В о. Пусть Х Е G. По лемме Фрапини G = КNG(P). 

Тогда Х = kh, где k Е К , h Е NG (Р) . Тогда < N G (Р), (NG (Р) )kh > = 

= < NG(P),(NG(p))k >. В силу того, что NK(P) С NG(P) И NK(P) - аб­

нормальна в К, получаем k Е< NK(P),(NK(Р)/ >с< н; (P),(NG(p))k >. 
Лемма доказана. 

Теорема 1. Пусть Н - обобщенная подгруппа Фраттини группы G. 
Тогда 

1) Н - нильпотентная подгруппа группы G; 
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2) любая нормальная подгруппа, содержащаяся в обобщенной подгруппе 

Фрвттини, является обобщенной подгруппой Фраттини; 

З) если д(С) * G , та д(С) - обобщенная подгруппа Фраmтини еоуппы G ; 
4) НФ(С) - обобщенная подгруппа Фраmтини группы G ; 
5) HZ(G) - обобщенная подгруппа Фраттини группы С. 

Д о к а з а т е л ь с Т В о. Пусть РЕ ,,(Н) и К - р' -холлова подгруппа 

подгруппы Н. ПО обобщенной лемме Фраттини G = NG(K)H. Так как Н ­

обобщенная подгруппа Фраттини группы С, то G =NG(K). Итак, любая 

р' -холлова подгруппа из Н нормальна в ней. Отсюда заключаем, что под­

группа Н р -нильпотентна для любого простого числа РЕ ,,(Н) , следова­
тельно Н - нильпотентная подгруппа группы С. 

Пусть Q- нормальная подгруппа, содержащаяся в обобщенной подгруппе 

Фраттини Н. Рассмотрим для каждой нормальной подгруппы L из G такие 

р' -холловы подгруппы К из L, что G =QNG(K). ИЗ того, что Q с Н, 

следует, что G = HNG(K) и G =NG(K). Следовательно, Q - обобщенная 

подгруппа фраттини группы G . 
Рассмотрим для каждой нормальной подгруппы L из G такие р' -холловы под­

группы К из L, что G = !J.(G)NG(K). По лемме 1 NG(K) - абнормальная под­

группа группы G , следовательно, NG (К) содержится внекоторой абнормальной 

максимальной подгруппе Т. Тогда, так как Т:::> Д(С) , то G =Т. Из полученного 

противоречия получаем, что G =NG (К) , а это означает, что д(С) - обобщенная 

подгруппа Фраттини группы G . 
Следующие утверждения выполняются в силу того, что Ф(G) состоит из 

необразующих элементов, а Z(G) содержится в нормализаторе каждой под­

группы группы G . Теорема доказана. 

Теорема 2. Пусть К - обобщенная подгруппа Фраттини. Если N ­
нормальная подгруппа группы G и N /К - р -нильпотентна, то N р­

нильпотентная подгруппа группы G . 
Д о к а з а т е л ь с Т В о. Пусть N/K имеет нормальную Sp'-подгруппу 

Н/К. Так как К - обобщенная подгруппа Фраттини, то К нильпотентна. 

Нетрудно заметить, что Sр -подгруппа R из К является Sp -подгруппой в 

Н. ПО теореме Шура-Цассенхауза Н содержит Sp' -подгруппу S и любые 

две такие подгруппы сопряжены в Н. По обобщенной лемме Фраттини 

G =NG(S)H с учетом того, что Н =SR, получаем G =NG(S)R. Тогда по 

свойству 2, R - обобщенная подгруппа Фраттини. Следовательно, 

G = NG(S) , а значит, S нормальна в С. 

Следствие 1. Пусть К - обобщенная подгруппа Фраттини, тогда 

Fp(N/K) =Fp(N)/K. 
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Теорема 3. Пусть F - локальная формация и К - обобщенная подгруп­

па Фраттини группы G. Если N - нормальная подгруппа группы G и 

N /N f1 К Е F, тогда N представима в виде прямого произведения 

N = N 1 Х N 2 , множители которого удовлетворяют следующим условиям: 

1) н, Е F; 

=0;2) :r(N2)f1:r(F) 

З) н, сК. 

Д о к а з а т е л ь с Т В о. Пусть D =N f1 К, 01 =:r(F). Так как N /D ЯВ­

ляется 01 -группой, то по лемме 1 подгруппа N представима в виде 

N = N j Х N 2 , где N1 - SOJ -подгруппа из N. Так как N 2 с К, то 

N/DN/D1 е Е, где D1 =N1nK. Пусть рЕО1. Так как N/Д е Е, то, ис­

пользуя леммы 1 и 2, получаем 

(N/Д)/Fр(N/D1 ) = N/D/Fp (N1)/ДN/Fр (N1) Е j(p). 

Так как последнее справедливодля любого РЕ :r(N1) , то по лемме 4.5 из 

[5] подгруппа N1 входит в F . Теорема доказана. 

Следствие 3.1. Пусть F - локальная формация, содержащая все нипь­

потвнтныв группы, К - обобщенная подгруппа Фраттини группы G. Ес­
ли N - нормальная подгруппа группы G и N /N f1 К Е F, то N Е F. 

Следствие 3.2. Пусть F - локальная формация. Если N - нормальная 

подгруппа группы G и N /N n L\(G) Е F, тогда N представима в виде 

прямого произведения N =N 1 Х N 2 , множители которого удовлетворяют 

следующим условиям: 

1) н, Е F; 

2) :r(N2 ) n :r(F) = 0; 

З) н, с L\(G). 

Следствие 3.3. Пусть F - локальная формация, содержащая все ниль­

потвнтныв группы. Если N - нормальная подгруппа группы G и 

N/NnL\(G) Е F, то N Е F. 
Если в качестве обобщенной подгруппы Фраттини взять подгруппу Фрат­

тини Ф(G) , то из теоремы 3 получаем известный результат из работы [5]. 

Теорема 4. Пусть К - обобщенная подгруппа Фраттини и М - нор­

мальная подгруппа группы G, содержащая К. Тогда М/К является 

обобщенной подгруппой Фраттини в G/K в том и только в том случае, 

когда М обобщеннаяподгруппа Фраттини группы G . 
Д о к а з а т е л ь с Т В о. Допустим, что М - обобщенная подгруппа Фрат­

тини группы G. Пусть L/K нормальная подгруппа из G/K и пусть Н ­
р' -холлова подгруппа нормальной подгруппы L из G такая, что 

G/K = (М/К)NG1к(КН/К) , тогда G=МNG(КН). Пусть g=mx, где 

т Е М и Х Е NG(КН) , тогда Н'" с КН. Так как L - нормальная подгруппа 

группы G, то Н и Н'" - р'-холловы подгруппы В подгруппе L"КН. По­
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этому существует элемент у из L n КН такой, что НХУ =Н, следователь­

но, ху Е NG(H). Тогда gy = m(ху) содержится в МNG(H). Так как 

МNG(H) содержит КН. Отсюда следует, что YEМNG(H), следователь­

но,	 g Е МNG(H). Мы показали, что G = МNG(H). в силу того, что М ­

обобщенная подгруппа Фраттини группы G, следует, что G = NG(H). От­

сюда заключаем, что М/К - обобщенная подгруппа Фраттини группы G/K. 
Ilрещnoлoжим, что М/К - сбобщенная подгруппа Фparтини группы G/K. Пусть 

L - нормапьная подгруппа группы G и пусть Н - р' -халлова подгруппа нормапы-юй 

noдrpynпы L из G такая, что G =МNG(H). Тогда G/K =(M/K)NG/K(.KH/K) , 
спедoвaтenьно, так как КН/К - р' -хаплова пoдrpуппа нормапьной подгруппы 

КL/K из G/K, то G/K = NG/к(КН/К)' Orcюдa noлучаем, что кн -нормапьная 

noдrpynna группы G. Пусть Н] - р' -xaruювa noдrpynna из КН, оодержзщая Н. 

ПО	 обобщенной лемме Фраггина G =КНNG (Н]) =КNG (Н]), cneдoвaтeльно, 

G =NG(H]) , a'JНг-j'lГf Н] r;; Fp(G). 

Из теоремы 3 следует, что М - нильпотентная подгруппа группы G. То­

гда мв - нильпотентная подгруппа. Из того, что G =МNG(H) , следует, 

что мв - нормальная р -нильпотентная подгруппа группы G. 
Покажем, что NG(H) содержит МН. Пусть Н2 - р' -холлова подгруппа 

подгруппы МН. Тогда Н2 - нормальна в G, следовательно, Н r;; Н2 . 

Пусть Нз - р' -холлова подгруппа группы G. содержащая Н2 . Так как L ­

нормальная подгруппа группы G, LnНз =Н и NG(Нз) с NG(H). ИЗ это­

го следует, что Н2 r;; NG(H). Так как МН - нормальная р -нильпотентная 

подгруппа группы G, то МНс NG(H). Мы показали,ЧТО G =NG(H) , сле­
довательно, М - обобщенная подгруппа группы G . 
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SUMMARY
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