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В настоящей заметке приводятся результаты исследования линейных 
и нелинейных операторов и уравнений и пространствах Гёльдера

Кхи (£) ss \ T.L и (т) 4т, ZZ -1-X АГ,(1)
г

К2 u(t) = ^ к dx. и + (2)
г

Область интегрирования Г — гладкая (’) линия конечной длины на 
комплексной плоскости; 10 — фиксированная точка Г, не являющаяся гра­
ничной, если последняя разомкнута, ал — произвольный комплексный па­
раметр. Интеграл понимается в смысле главного значения Коши. Уравне­
ние типа (1) Пикар (2) назвал уравнением Фредгольма третьего рода. Ре­
шение уравнения типа (1) Пикар находит как предел решений уравнений 
Фредгольма второго рода. Такой же подход к задаче и в работе (3), посвя­
щенной уравнению типа (1).

Ниже, при менее жестких, чем в этих работах, ограничениях на K(t, т) 
и Г доказывается полная непрерывность оператора (1) в пространствах 
Нй, а также, что уравнение (1) является уравнением фредгольмовского 
типа второго рода.

В ряде работ, в частности (4), исследуются нелинейные уравнения ти­
па (2) при малых | X |.

Мы доказываем, что оператор (2) является вполне непрерывным в про­
странствах Н), и существование решения уравнения (2) при произволь­
ном X.

Следует отметить, что единственная в этом роде работа (5), посвящен­
ная доказательству теоремы существования решения нелинейного сингу­
лярного интегрального уравнения при. произвольном X, содержит сущест­
венную ошибку в своей главной части (см. (27) и дальше).

Будем считать, что u(t) е /X, на Г, если

(а)

В монографии Н. И. Мусхелишвилп (*) доказывается, что пространст­
во /И с нормой

1Ы1 = 1Ы1е +
является полным.

Лем м а 1. Всякое ограниченное в пространстве И-,, множество являет­
ся компактным в пространстве П„ если 0 < у < б.

По теореме Арцеля, из любой ограниченной в последовательность 
{ггп}, можно выделить равномерно сходящуюся к некоторой непрерывно!
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функции iio(Z) последовательность Можно доказать, что и u(i) е Нъ,
а па основе этого и сходимость последовательности {щД к u0(i) в смыс­
ле Ну.

Л е м м а 2. Пусть функция j(t, т) удовлетворяет условиям

|/(Р, т2) - /(р, Ti) | С A, |р - tx |“ + М2|т2 - tJs (b)

на Г X Г и t0 — фиксированная внутренняя точка Г.
Тогда при произвольном 0 < е < а интеграл

и (t) = \ dx 6 Hy-z на Г.
г

Доказательство производится непосредственно:
I v (Р) — v (tT) =С 2ЕЛ1 $ | / р2, т) — f (t, т) — / р2 , р) + f рь t0) 11т —10 Iе 7-11 dx | + 

Г
X I / р2, Q ~ / Pi, t0) 11J < А | р - . (с)

г

Коэффициент А зависит лишь от А,, р, е, Г и от расположения to на Г, 
если последняя разомкнута.

Замечание 1. В монографии р) показано, что и (£) е если fi < а. 
В лемме 2 степень гладкости v(t) вовсе не зависит от [3, лишь бы [3 > 0. 
Это и существенно в дальнейшем.

Из леммы 2 и леммы 1 общей теории вполне непрерывных операто­
ров 6 следует

Теорема 1. ЕслиК(ф,х) удовлетворяет условию

\K(t2, т2) — К(р, т4) I Bt 1t2 — tt I “ + B21 т2 — Tiр, (d)

то оператор Kiu(t) является вполне непрерывным в Ну при 0<у<а 
и для уравнения (1) имеет место альтернатива Фредгольма-, спектр опе­
ратора (1) является дискретным.

Лемма 3. Если f(t, т) удовлетворяет (Ь) и \\f(t,x)\\c=M,TO

|| и || < А (М1-^ + 4'“Л}'5/а + А),

где |р|| — норма v в Не, б, е произвольные, лишь бы 0 < 8 < а; 0 < е <1, 
коэффициент А зависит от а, [3.

Сперва оценим
|| и\\с С sup (Ла f р, т) - / р, р) I1"Е | т - р |Е | dx | + | f р, t) | | J -т '/TT|) I) <

< M^A^Ao + MAV

Оценка |р||5 дана в лемме 2. Надо только выписать значение коэффи­
циента А.

Теорема 2. Если функция K(t, х, и), определенная по t и х на Г X Г, 
а по w + на всей комплексной плоскости, удовлетворет условиям

\K(t, х, и) | < ct 11г|1_е + с2, (е)

| А(р, т2 ,u2) — K(ti, т1; Ui) |<
X (D, | и | ‘~е + D2) | р — р р + (Ei | и | + Е2) | т2 — Ti р + с., | и2 — Ui р, (g) 

где сс, [3, у, е, 1 — е и все коэффициенты положительны, то оператор К2и 
является вполне непрерывным в 11 0 < б < а, и уравнение (2) имеет ре­
шение в Н;, при произвольном X.
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Обозначим ju(t, т) = K(t, т, и(т)). Последовательно используя леммы 
2 и 1, получаем, что оператор Км является компактным в Нъ.

При помощи леммы 3 устанавливается непрерывность оператора в Нъ. 
Из условий (е) и (g) и леммы получаем оценку нормы ||7^2и|| в смысле Я5: 

|| К.и || N. || и |f || и |f -Ц N. || и |f + N31| w5 |f + Я4.

Все постоянные /V,; /л,, i — 1,... ,4, не зависят от u(t) и, кроме того, 
О < Pj + ц2, щ < 1.

Тогда

Из последнего следует, что при любом фиксированном Z оператор КК2и 
образует достаточно большого радиуса шар пространства Я8 в себя. Остает­
ся ссылаться на принцип Шаудера о существовании неподвижной точки.

Замечание 2. Как и в работе (4), можно показать сходимость после­
довательных приближений к единственному в Нъ решению уравнения (2) 
при достаточно малых 1; причем в отличие от работы (4) можно показать 
сходимость этих последовательных приближений в смысле If-..

Замечание 3. Все результаты работы останутся верны, если поня­
тие интеграла в смысле главного значения Коши заменить более общим 
понятием интеграла в смысле Пикара (2).

Таким же образом, не влияя на общие результаты, ядро интеграла 
п

(т- /.,)-1 можно заменить па | | (г--/дЦ1 , если tk — различные внут- 
/г=1

ренине точки Г.
Замечание 4. Гладкость линии Г не является существенной в ра­

боте. Достаточно, чтобы Г была спрямляемой и чтобы однозначно опреде- 
С dx лялся интеграл — в соответствующем смысле.

3 а м е ч а н и с 5. Теоремы 1 и 2 имеют место также для оператора и 
уравнения

Я3и(£)==^ dx^dx.2, i = 1,2; и + ЕК.и = f (3)
Е Г

при соответствующем K(t, -ti, т=, и).
Здесь Г — спрямляемая линия, для которой определяется интеграл 

С dx\ — t- в смысле главного значения Коши в каждой точке t е Г, Е — про­
извольное измеримое множество, в частности, может быть Г м Е.
Московский государственный университет Поступило
им. М. В. Ломоносова 18 V 1972
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