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НЕКОТОРЫЕ СВОЙСТВА А-ПРОСТРАНСТВ

(Представлено академиком П. С. Александровым 6 VII 1972)

Топологические пространства, объединения замкнутых множеств кото­
рых являются замкнутыми, будем называть дискретными по Алек­
сандрову пространствами, или А-пространствами 
(см. (г)). Каждое A-пространство отождествляется с одним квазиупорядо- 
ченным множеством, а именно, если для каждой пары а, Ъ е X пространст­
ва X, положить

а р b а е

то получается квазиупорядоченное множество (X, р), однозначно соответ­
ствующее A-пространству X. Это пространство будем означать через 
(X. Up, р) или (X, Up), где Up — семейство открытых множеств. Здесь будут 
изучаться некоторые свойства A-пространств с использованием свойств 
квазиупорядоченных множеств.

1. Пусть (X, р) — квазиупорядоченное множество; квази упорядо­
ченной цепью (квазицепью) называется подмножество (А, р) с- 
<= (X, р), любая пара которого сравнима между собой (квазицепь, являю­
щуюся упорядоченным множеством, будем называть цепью). Мини­
мальное число квазицепей (X, ра), а е К, пересечение * которых дает ква­
зиупорядоченное множество (X, р), называется размерностью множества 
(X, р), т. е. card К = ds(X, р). Для пространства X определяется размер­
ность Dm X следующим способом.

* Под пересечением квазицепей (X, ра), а <= К, понимается квазиупорядочен­
ное множество (X, р) такое, что х р у <=>- х ра у Vа <= К, х, у е X.

Определение 1.1. 1°) Dm 0 = — 1. 2°) DmX = 0, если в каждое 
покрытие (под покрытием будем понимать открытое покрытие) можно 
вписать покрытие, нерв которого является антицепью. 3°) DmX n, n Ээ 1, 
если в каждое покрытие °U можно вписать покрытие У, нерв А(У) кото­
рого удовлетворяет условию ds N (У) < n+ 1; если DmX^n, Dm X < 

n — 1, полагаем Dm X — п. 4°) Если Dm X > п для каждого натураль­
ного п, то будем говорить Dm X = °° (см. (*)).

Множество
х= {у^Х; .rpz/} = [х, ->) 

является минимальным открытым множеством, содержащим х. Семейства 
{х; х е X} есть база пространства X.

Из того, что открытое множество U с (X, 'T/р) имеет вид. 
и = и [аа,->), а замкнутое F <= (X, Tip) — вид F = |J (<-,Ь₽), следует, 

аел Зев
что открытое множество является возрастающим, а замкнутое убывающим. 
Более того, множество К является открытым (замкнутым) тогда и только 
тогда, если оно возрастающее (убывающее). Именно, если К возрастающее, 
то положим К = (J [а,-^), откуда видно, что К = К. Подобным же обра- 

__ а=К _
зом положим К = U (<—, а], откуда вытекает К = К (см. (4)).

asK
Пусть 'F = {Со} аед — семейство максимальных квазицепей А-лростран- 

ства (X, °Up). Обозначим через первый элемент цепи Са (ра и /д могут 
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•совпадать для а =А 0); в случае, когда существует набор элементов {р„. а}о, 
ра, а р Ра, ь, ра, ъ р ра, а, в качестве первого берем какой-либо элемент набора 
{.Ра, а} а*

Расширим цепь добавлением первого элемента ра , если его нет; 
отождествим ра6 = pf, если существует a <= Са, такое, что (ра6, а] = 
= (рД а]. Назовем полученное Л-пространство (X6,'Z/X) расширением 
Л-пространства (X, <2/р).

Семейство
•X'5 = {ра}а и {РзЪ

является покрытием пространства (X6, ^2/р), а семейство
Ж = {Ра}а U {Рр\{Рр}}[3 

является покрытием пространства (X, 52/(1); назовем эти покрытия к а но­
ли ч е с к и м и.

2. Разобьем на классы элементы квазиупорядоченного множества (X, р), 
так что в классе х' е X*  будут те и только те элементы у е X, для которых 
имеют силу отношения х р у, у рх, т. е. х ~ у о хру, у рх. Очевидно, что 
классы х' е X*  являются классами эквивалентности. Если X*  упорядочить 
порядком р*,  считая х‘ р’ у" тогда и только тогда, когда х р р, то (X’, ^P.) 
станет упорядоченным множеством.

Предложение 2.1. Пусть (X, ^р) — A-пространство. Пространст­
во (X*,  ^р») гомеоморфно фактор-пространству (X, °11р) / ~. D

Берем два Л-пространства (X, <?/р), (У, Тх). Если рассматривать их 
декартовое произведение XX У, то на нем можно сравнивать две тополо­
гии: топологию произведения ХРТ и топологию, индуцированную кар­
динальным произведением со квазипорядков р, т, т.е. (ж, р) со (х', у') 
■<=>■ хрх'. у т у'.

Предложение 2.2. Топология произведения СН9'><АТ\ пространств 
(X,CU'>), (У, У°т) тождественна с топологией кардинального произведения 
со множеств (X, р), (У, г). О

Барицентрическое подразделение V(X) квазиупорядоченного множест­
ва (X, р) будем строить следующим способом (см. (2)).

Все элементы множества X будут минимальными элементами множест­
ва (Xя, ря) = У(Х). Элементами множества V(X) будут всевозможные под­
множества каждой цепи Са е Отношение р” таково, что К р”, L, K. L^ 
■е V(X), если: 1°) К является подмножеством множества L в множестве X; 
2°) любой элемент множеств К, L можно заменить ему эквивалентным 
элементом множества X.

Пре дложение 2.3. Пусть (X, р) — квазиупорядоченное множество. 
Барицентрическое подразделение V(X*,  р‘) упорядоченного множества 
классов эквивалентности (X*,  р‘) множества (X, р) изоморфно упорядочен­
ному множеству [У(Х, р) ] * классов эквивалентности квазиупорядоченного 
множества У(Х, р).

Доказательство. Нужно доказать изоморфизм множества У(Х’) 
н [У(Х)]‘. Построим функцию /: У(X’) -> [У(Х)]*  следующим способом. 
Обозначим через ср: X X’ и ф: У(Х) -*■  [У(Х)]’ канонические отображе­
ния; g: ^(Х*)  ->• У(Х’), т): g’(X) -► У(Х) отображают множество всех це­
пей ^(Х*)  <= 2х*,  'g’(X) с 2х в соответствующие барицентрические подраз­
деления, так что £(Х), К — цепь в X*,  означает элемент из У(Х’), опреде­
ленный цепью К, и аналогично ц (Z), L — цепь в X, означает элемент из 
У(Х), определенный цепью L. Теперь для элемента ХеУ(Х') берем

(X) ==£е g(X”), потом, для каждого аа’ е L = {аа'}а, берем по элемен­
ту из <р_1(аа’); пусть это будет аа. Обозначим М = {аа}а. Элемент М опре­
деляет элементы N = т] (ЛУ) е У(Х) и Р = ф(Х) е [У(Х) ]”. Легко дока­
зать, что элемент Р не зависит от выбора элемента аа^Ц)~‘(аа‘).

Наконец, положим P=f(K). Биективность функции / легко доказы­
вается. Далее, пусть К, ХеР(Х'), К {р'уК'. Отсюда следует L <=■ L', 
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Ъ = ^-'(К), L' = ^(K'). Если Л=К}йеВ, L'= {аУ}^, D^D', то 
выберем М = {аа}аеТ,, М' = {aa}asV’. т. е. М^М'. Отсюда следует N р” N', 
X = тДТИ), X'= 1](ЛГ), и Р(рУ’Р', Р = 1|ДХ), Р' = ф(Х'). Изотонность 
функции f доказана. Доказательство дуальной изотонности опускаем. О

3. При рассмотрении свойств размерности в этом параграфе мы будем 
иметь дело с квазиупорядоченнымп множествами (X, р), удовлетворяющи­
ми следующему условию.

Условие 3.1. Для каждого /е(Х‘, р‘), число всех элементов 
{у"; у" р*  ж’}, несравнимых между собой, конечно.

Прежде чем рассмотреть размерность Л-пространств, рассмотрим неко­
торые свойства покрытий.

Если брать какое-нибудь покрытие 5я = {Уа}а Л-пространства (X, %,), 
то в него всегда можно вписать каноническое покрытие Ж = 
= {ра}о.ел U {Д? \ {р₽8}}рев; именно: все точки минимальных открытых 
множеств ра и рУ \ {?(?} находятся только в открытых множествах вида 

( U Ра)} U ( U Р₽}.
\аеЛ'сА / \₽еВ'сВ /

Это значит, что исследование размерностей dim и Dm требует только ис­
следования канонического покрытия. В случае конечных покрытий иссле­
дования касаются всевозможных покрытий вида (см. (3,5)).

Аг П Aj = 0, Bt П Bj = 0, i + j.

Отсюда непосредственно следует
Теорема 3.1. Размерность dim X A-пространства X есть наибольшее 

целое число п такое, что существуют минимальные элементы х0, xt,... ,хп 
расширения пространства X и такая точка х^Х, что Xi р х, i = 0,1,..., п. □

Без доказательства приведем
Предложение 3.1. Для ассоциированного с А-пространством 

(X, пространства (X’, имеет место равенство dim X’ = dim X. □
Рассмотрим размерность произведения двух Л-пространств.
Теорема 3.2. Пусть размерности двух A-пространств (X. гГ2/9), 

(У, будут dim X = m, dim У — п. Тогда для размерности dim (XX У) 
имеет место равенство (dim X X У) = mn + m + п.

Доказательство. Предположим, что для каждого элемента мно­
жеств X, У существует минимальный элемент. Доказательство проводится 
тем же способом, даже если это не так. Пусть х0, яд,..., xm, х е X, 
Xi р ж, i = 0,1,. . . , т, у0, z/i,. . ., уп, y^Y, yi т у, 7=0,1,..., п, и ж0, ж1г.., хт, 
Уо, У1,..., уп — минимальные элементы. На основании предложения 2.2 до­
статочно доказать, что размерность dim (X X У) кардинального произведе­
ния X X У равна тп + т + п. Из (яд, у,} и (ж, у), где со — квазипорядок 
в X X У, г = 0,1,..., т, j = 0,1,..., п, следует dim (X X У) > тп + т + п. 
Если бы было dim (X X У) > тп + т + п, то либо в X больше, чем т + 1, 
либо в У больше, чем п+1 минимальных элементов, имеющих совместный 
элемент, следующий за всеми. □

Чтобы рассмотреть размерность барицентрического подразделения мно­
жеств, ограничимся множествами X, удовлетворяющими следующему 
условию.

Условие 3.2. Каждая цепь конечна.
Предл ожение 3.2. Пусть (X,—A-пространство, где р является 

порядком. Размерность dim V (X) барицентрического подразделения равна 
максимальной длине цепи множества X.

Доказательство. Пусть {х0, хи ..., хп; ядряд+1, I = 0,1,... 
..., . п—1} — цепь максимальной длины п. В пространстве (У(Х),рв) 
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существует элемент z, х, р“ z, i — 0,1, • • • ,n. С другой стороны, не сущест­
вуют элементы у0, yt,..., yn+i, имеющие совместный последующий эле­
мент. □

Следствие 3.1. Размерность dim К полного симплициального комп­
лекса К равна наибольшему числу измерений его остова. □

Для упорядоченного множества (X, р), удовлетворяющего условию 3.1„ 
построим теперь упорядоченное множество (Хо, р) следующим образом.

Прежде всего построим расширение (Xе, р) множества (X, р). Пусть 
А = {а00, «1°, ■ • ■, «п°} е Xs — любой максимальный набор минимальных 
элементов и а?ра, i = 0,1,...,гс. Если не существует элемент а*  
aipai'k, a°k р alik, а’|| a]tk, j =j= i,k, i, j, k = 0,1,..., n, добавим к множеству X5 
такой элемент al к; если есть элементы с тем свойством, берем одно; 
обозначим его через а1 . Далее, берем из набора А по тройкам 
а<°, a/', а/, г, 7, к = 0, 1, ..., п, и добавим к множеству X6 элемент

Р ат || m С Л если такого элемента нет; поло-
жим atj, aj^, aj^ р аД^. Этот метод построения продолжим, так что. 
в конце получается следующее: подмножество (-*-,  а] в новом множестве 
содержит, в качестве своего подмножества, множество, изоморфное пол­
ному симплициальному комплексу. Если для каждого набора минималь­
ных элементов, имеющих общую верхнюю грань, сделать то же самое,, 
получится множество (Хо, р), которое будем называть пополнением множе­
ства (X, р).

Лемма 3.1. Размерность ds (А, р) подмножества (А, р) с (X, р) удов­
летворяет условию ds(A, р) ssidsiX, р).

Доказательство опускаем (см. (*)).  □
Теорема 3.3. Пусть A-пространет во (X, ^р), где р — порядок, удов­

летворяет условию 3.1. Тогда для размерности Dm X имеет место нера­
венство Dm(X, °Up) ds(X0, р) — 1, где Хо — пополнение пространства X.

Доказательство. В случае DmX = 0 утверждение очевидно. Если 
Dm X > 1, то в каждое покрытие пространства X можно вписать кано­
ническое покрытие Ж. Нерв Х(Ж) есть полный симплициальный комплекс, 
изоморфный комплексу, остовами которого являются максимальные набо­
ры минимальных элементов расширения Xs множества X, имеющие общую 
верхнюю грань. Этот же комплекс является подмножеством пополнения Хо, 
откуда в силу леммы 3.1 вытекает утверждение теоремы. □
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