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В работе (’) для моделирования трансформации энергии в турбулент­
ной жидкости была предложена простейшая квадратично нелинейная си­
стема, сохраняющая в пренебрежении диссипацией квадратичный интег­
рал движения:

~ — Pf,Vl + foi
= Pn^Pi — рА, (1)

Vk. = — Ppll — hVk-

Здесь v, и p, — обобщенные скорости и геометрические параметры, — 
диссипативные коэффициенты, пропорциональные вязкости, которая дей­
ствует на достаточно «высокие» степени свободы.

Энергия, отпесепная к единице массы, Е = сохраняется при от-
г

сутствни внешнего воздействия (/о = 0) и при Ал = 0. При больших числах 
Re в условиях самоподобия (p,+i / р, = const) система (') допускает ста­
ционарное решение, эквивалентное колмогоровскому закону, описываю­
щему каскадный процесс передачи энергии в развитом турбулентном по­
токе *.

* Система (1) является естественным обобщением «систем гидродинамического- 
типа» (с.г.т.), рассмотренных в работах (2,3).

** Эту величину некоторые авторы называют также энстрофией (4).

Известно, что плоский поток невязкой несжимаемой жидкости имеет, 
кроме интеграла энергии, также второй квадратичный интеграл движе­
ния — среднее значение квадрата вихря **.  В ряде работ (см. (5)) для дву­
мерной турбулентности было показано, что, кроме режима передачи энер­
гии, приводящего к колмогоровскому закону, может существовать другой 
стационарный режим, связанный с передачей квадрата вихря по спектру. 
В данной заметке этот вопрос исследуется с помощью дискретной модели 
уравнений движения, аналогичной системе (1).

Система (1) является с.г.т. с простым зацеплением, когда каждое урав­
нение связано с предыдущим и последующим. Выпишем с.г.т., сохраняю­
щую, как и в' плоском потоке, два квадратичных интеграла — энергию и 
квадрат вихря, по имеющую более сложное зацепление, чем (1): каждое 
уравнение связано с двумя предыдущими и двумя последующими. При­
чем, в силу уравнения сохранения фазового объема (см. (2)) 

будем предполагать, что в уравнении для j-й моды не входит соответствую­
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щая ей скорость. При этих условиях система имеет следующую структуру: 
г>0 — C0^VlV2 + /о,
Vj = C^L'IV2V3 4' CVV0V2 + fli

= C2\’3v\ + + c^vovl, (2)

&i — Cf ^i+iVi+z 4~ ci ^i-l^i+i 4~ Ci

Xi = 0, I < Г.

Требуя выполнение законов сохранения энергии и квадрата вихря 
= — vi ПРИ X, = 0, /о = /1 = 0, где kj и Ьг = 1 / к,~ волновое число и

г
масштаб г-й моды соответственно, получаем условия

Отсюда
„(2) _ г
Ci — — 4-1

^’ + ^ + ^=0, 
№ + XL1C^ + = 0.

k2 — к-2Ki-1 'i+1
"~b2 ^2
ki ~ Ai+1

г-1

Vi+l Сг-^~7У---------- -у
/cF-i - kt

(3)

(4)

(5)
г-1

, о -о,

M-2-Ci

Пусть с, > 0 при всех i. Тогда, как легко видеть из (5), более высокие 
степени свободы будут развиваться, если силы /0 и /1 достаточно велики. 
При наличии внешнего возбуждения выполняются уравнения баланса

4г=we , е=4 s м- we=ы+дир,
I

4 = Q = 4- 2 ММ, WQ = klfovo + k^v,.
г

Найдем стационарное решепие системы (2) в предположении, что
имеет место самоподобие:

с- „ к -. L.1i+l 1+1 = 7>1, Vi+1/Vi — Uс. к
г 1 T;+i

Тогда возможны два случая:
р 3-= Vi = 4 ■(-_1 j Li3, а = c0L0, (6)

-i ( WnqS 1 Y/a тi^ = q\ Li. (<)

Первый случай (6), полученный и в работе (*),  соответствует колмо­
горовскому закону, причем оказывается, что

Wa = 0. (8)

Таким образом, при осуществлении стационарного потока энергии по­
ток квадрата вихря равен нулю. Второй случай (7) связан с передачей 
квадрата вихря по спектру. Ему соответствует известный закон «минус 3» 
для плотности энергии в спектре плоского турбулентного потока, причем 
оказывается, что при выполнении (7)

W, = 0. (9)

Результаты (6) — (9) полностью соответствуют работе (5).
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Пусть теперь приток энергии и квадрата вихря (WE, W:i > 0) происхо­
дит за счет внешних сил в мелкомасштабной области, так что при доста­
точно большом s в правые части уравнений для v„, vs+i, vs+2 добавлены 
силы /s, fs+1, /s+2. Кроме того, пусть при i > г, r>s в уравнении (2) до­
бавлены члены, учитывающие вязкость, так что движения соответствую­
щих степеней свободы затухают. А силы /0 и h будем считать возникаю­
щими из-за нестационарности движения мод, характерные размеры кото­
рых больше Lu. В этих условиях система (2), (5) имеет стационарное ре­
шение

Vi = — 1

s-|-2

причем поток энергии WE от мелкомасштабных движений увели­

чивает энергию нестационарных крупномасштабных пульсаций. И в соот­
ветствии с (8) при г s + 1 равен нулю поток квадрата вихря.

Затем
/ Waqs \L

= Li при i>s+i,
s+2

причем поток завихренности Ю<> — —2 идет в область диссипации.
г= s

В этом диапазоне равен нулю поток энергии (9). Эти результаты были 
получены в (5) путем качественных рассуждений.

Заметим, что если мелкомасштабные пульсации отдают энергию и за­
вихренность (WE, Wa < 0), то сначала может осуществляться режим пе­
редачи квадрата вихря, а при i > s + 1 — режим передачи энергии.

Автор благодарит акад. А. М. Обухова за постановку задачи.
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