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(Представлено академиком П. Я. Кочиной 19 V 1972)

Рассматривается плоская стационарная фильтрация вязко-пластичной 
жидкости (в.п.ж.) в однородном и изотропном пласте. В работе (Д с 
целью приближения к реально существующим законам фильтрации в.п.ж. 
предложен следующий разрывной закон:

г? = 0, ]V/?| <т0; v = — (к/ц) V р, | Np | > т0; va = кх0/ц. (1)

Здесь v — скорость фильтрации, v = | v |, V р — градиент давления, к — ко­
эффициент проницаемости, ц — вязкость, т0 — начальный градиент.

Согласно (1), в пласте, в областях, где | Vр | < т0, возникают застойные 
зоны, на границах которых и = и0; вне этих границ фильтрация следует 
линейному закону. Для опре­
деления положения неизвест­
ных границ в ('), а затем в 
(2) при решении конкретных 
задач были использованы ме­
тоды теории струй. В указан­
ных работах изучались такие

б

С D
задачи, для которых границы Рис. j Геометрическая схема задачи
области (пласта) прямоли­
нейны. Представляет интерес
рассмотреть случай криволинейной границы области. В качестве харак­
терной избрана задача о фильтрации в.п.ж. к стоку в области, ограничен­
ной кривой, кривизна которой конечна. Показано, что задача сводится к 
решению интегро-дифференциального уравнения Билля.

1. Рассмотрим потенциальное течение жидкости в области, ограничен­
ной симметричной относительно оси х кривой Г, на которой потенциал ско­
рости постоянен, к стоку с расходом q, расположенному на оси х в точке 
А на расстоянии г от Г (рис. 1а) (в силу симметрии достаточно рассмот­
реть верхнюю половину области). Начало координат выбирается в центре 
кривизны кривой в точке В. На свободной границе CD модуль скорости 
постоянен и равен Уо.

Для решения задачи введем вспомогательную переменную и = s + it, 
изменяющуюся в четверти единичного круга |п| 1, Im и 0, Re и < 0
(рис. 16), и будем искать функцию z(u), отображающую область измене­
ния и на область течения z = х + iy с соответствием точек, указанным на 
рис. 1. Комплексный потенциал течения иДи.) легко строится по особым 
точкам: 

w (и) = — In v ' я
и2 -j- а2 ■

1 и2а2 ’ (М)

где а — координата точки А в плоскости переменного и. Следуя Леви — Чи- 
вита (Д, представим комплексную скорость течения в виде

= Тг4г = Л7е_;в = С1’2) 
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где 0 — угол, образованный вектором скорости с осью ж,
/ , (и + ia) (и + i/a) 

Zo ' ) (и — ia) (и — i/a)

есть комплексная скорость течения по схеме, изображенной на рпс. 1в, 
Q(u) = v + ix — голоморфная в области изменения и функция. Так как 
на линии DC |х(н) I = 1, то Im £2(и) | „=s = т(а, 0) =0. На прямой DB 
argx(u) =argXo(«) и, следовательно, ReQ(n) |u=if = v(0, i) =0. По прин­
ципу симметрии Шварца функцию Q(n) можно аналитически продолжить 
и отыскивать регулярную внутри круга единичного радиуса функцию, ко­
торая представима в виде ряда

- 2 спип,
n=Q

(1,3)

где коэффициенты c2h = 0 в силу симметрии относительно мнимой оси. 
Формулы (1,1) и (1,2) позволяют найти решение поставленной задачи, 

если известна функция й(м) и параметр а. Из (1,1) и (1,2) имеем 
dz = 2</ (1 - «Ц и exp [ZQ (и)] du „

лг?о (и ia)2 (иа г)2 \ ■> )

Течение по схеме рис. 1а определяется заданием безразмерного пара­
метра Q = q / (valV) и определяющей параметр а величины

г С texp[iR (it)] dt = , ,
R ,) (t + a)2 (at + l)2 (1,5)

где M = — 2(2(1 — а1) /л, R — радиус кривизны Г в точке В.
Выведем граничное условие для неизвестной функции Q(n) на дуге ВС. 

Угол между осью х и касательной к дуге, положительное направление ко­
торой выбирается так, чтобы поток оставался слева, 7 = 0 — л / 2 и, следо­
вательно, при и = eia

dy dQ d . / x i x dv /л axУ7 = У7= (1>6)

Вводя кривизну дуги ВС 
ваемая от точки В), найдем

2Ц0) =

K(Q)=~dy/dl (Z — длина дуги, отсчиты-

dO 
dl

dQ ds 
ds dl ' (1,7)

Учитывая (1,4), (1,6) и (1,7), получим уравнение, связывающее веще­
ственную и мнимую части функции Q(u) па дуге ВС:

dv/d<j = —Мх(0)е~т(<1)/(0), (1,8)
где х(0) = RK(Q) есть безразмерная кривизна дуги Г, /(о) = (14* 
+ 2а sin о + а2) “2.

Следуя (4), введем функцию Х(о) = —dv / do и операторы DX и JX по> 
формулам

DK = X (з0) In j
о

sin 1/2 (so — s) 
sin Хз (so + s) do0 = r (5),

- 2
■Г/. = X (з0) d30 = v (5).

О
Тогда уравнение (1,8) запишется в виде

X = Td/(o)z(A)e~DX. (1,9)

Последнее уравнение есть уравнение Билля (4).
В исследуемой задаче вместо параметра <2 можно задавать длину ду­

ги СВ (контура питания пласта). Тогда, если ввести, по аналогии со
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Рис. 2. Границы застойных зон при различных значениях а и г / R:

1 3 3 4 6 7 8 9 10

а О.з 0,9 1
r/R 0,25 I 0,15 I -0,25 1 -0,5 —0,75 0,03 0,025

Q 0,8746 0,5785 1,315 3,146 5,4с 5 11,57 10,27
m/~v0R 1 1 0,3 0,5 0,7

струйными течениями, угловой размер дуги (препятствия), который опре­
деляется углом поворота касательной при обходе дуги, для рассматривае­
мой задачи будут справедливы следующие

Теоремы (4):
а) для любой выпуклой симметричной дуги существует единственное 

течение для каждого заданного безразмерного параметра расхода Q;
б) для любой вогнутой симметричной дуги существует единственное 

течение для каждой заданной длины дуги с угловым размером меньше л.
Решение рассматриваемой задачи соответствует решению задачи о 

фильтрации в.и.ж. по закону (1), для которого щ — минимум модуля ско­
рости в области течения, при выполнении условия

3 c-2fe+i (2^ + 1) > — 4а/(1 а2). (1,10)
ьо

Последнее является следствием условия знакопостоянства кривизны кри­
вой CD.

2. Для решения уравнения Билля (1,9) используем метод, предложен­
ный в (°) при исследовании струйной задачи о течении тяжелой жидкости. 
Учитывая представление функции Q(u) в виде ряда (1,3), получим 
из (1,9)

оо ОС
2 C2fe+1 № + 1) sin (24 -г 1) з = Ми (0) /(о) ехр Г— 2 c2k+1 cos (2k + 1)б]. 
k=0 L k=o J

(2,1) 
Отсюда найдем коэффициенты c2f!+1:

c2k+i = x (0) (3) ex₽ 2 C‘2/;+1 cos 3]sin (2/c +G ds-

О /г=0

(2,2)

Задавая Q и r/R, из системы уравнений (2,2) и (1,5) методом итера­
ций можно определить неизвестные коэффициенты c2k+i и параметр а. 
Практически удобнее задавать а и r/R, исключив из (2,2) и (1,5) вели­
чину М п определить затем Q по формуле Q = пг / (2/?р(1 — а4)). Коор­
динаты границы застойной зоны Z,=z/R найдем из формулы (1,4)
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при и = s:
? = §о + /М, (2,3)

и {/3 (к) sin /1 (и) — /2 (и) cos /2 (и) + i [/2 (и) sin /1 (и) ф- /з (и) cos /1 (и)]} du ■ 
(и2 + а2)2 (1 + и2а2)2

где

л, = x0/R = 1 - М \
о

и ехр /о (и) du 
(и ф- а)2 (1 + иа)2

(2,4)5

х0 — абсцисса точки D;
оо оо

/о(^ 2 (— l)*+1M2ft+1, А (и) = 2 C2k+lU2k,
k=0 k=o

f2(u) = а2 (и2 — l)2 — (a2 — l)2u2, f3(u) = 2au(l — zz2) (1 + a2).

Согласно (2,3), безразмерная длина границы застойной зоны CD 
s=L/‘l=^lnA’ <2-s>

где L — длина дуги CD.
В пределе при а — 1 точка А сольется с точкой В, в которой будет рас­

положен диполь. Зная момент диполя т, по формулам (2,2) —(2,4) при 
а — 1 можно найти координаты границы застойной зоны; длина границы 
S = т / (лроТ?) .

При а = 0 получим течение в канале с параллельными стенками шири­
ной q / v0, при этом линия СВ переходит в прямую, перпендикулярную сто­
ронам канала.

Для случая, когда кривая Г есть дуга окружности (х(0) = 1), с учетом 
условия (1,7) проведены расчеты, некоторые результаты которых пред­
ставлены на рис. 2.
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