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ДЛЯ МНОГОЗНАЧНЫХ ОТОБРАЖЕНИЙ

(Представлено академиком П. С. Александровым 5 Г 1972)

В настоящей заметке обобщается теорема Какутани (7) на случай мно­
гозначных отображений, образы которых имеют нетривиальные гомотопи­
ческие группы.

Мы используем метод однозначных аппроксимаций, развитый в рабо­
тах (2_0), по в более общей ситуации, при этом для доказательства суще­
ствования однозначной аппроксимации применяется некоторое обобщение 
классической теории препятствий (см. (8)). Другие понятия алгебраиче­
ской топологии, использованные в статье, см. (', Д.

1. Пусть К — конечный полиэдр размерности n, а X — произвольное 
топологическое пространство. Устроим сквозную нумерацию всех симплек­
сов комплекса К с фиксированной триангуляцией. Симплексы этого комп­
лекса будем обозначать сг?’, где s — размерность, I — порядковый номер. 
Сопоставим каждому симплексу некоторое подмножество в А и обозначим 
его X,s.

В этом пункте рассмотрим задачу о существовании непрерывного отоб­
ражения /: К X, удовлетворяющего условию согласования: т. е. 
/(c>;s) <= XT. При этом предполагается, что: а) Хг8 (и — 1)-просты, 
б) дХ* <= А?, где дХ'[ ----- и X), *5 в) если Ху4"1 с= дХа\ то i: X»*-1 Xt* 

о Г-1 с '-’А
порождает пзомопфпзм гомотопических групп в размерностях / = 0, 1, 2,... 

I.
Справедливы следующие утверждения.
Лемма 1. Если полиэдр К линейно связный, то для любых двух мно­

жеств Хар и АД существует изоморфизм

ip.: П; (X?) л,- (XI), где j = 0,1,2,..., /г - 1.
Л о м м а 2. Если полиэдр К односвязный, то этот изоморфизм канони­

ческий, т. е. для любого множества ХА следующая диаграмма коммута­
тивна-.
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В дальнейшем мы всегда будем предполагать, что полиэдр одпосвязный.
Будем строить отображение / индуктивно, по остовам. Рассмотрим 

нульмерный остов. На нем отображение строится так: в качестве /(оа0) 
выберем произвольную точку из Ха°. На одномерный остов отображение / 
продолжается в силу линейной связности множеств Ха‘.

Предположим, что наше отображение / определено на (s — 1)-остове. 
Построим препятствие к продолжению этого отображения на s-остов. Рас­
смотрим произвольный s-мерный симплекс <зА. Рассмотрим отображение

> з'д. —> X*, где / — некоторый гомеоморфизм. Тогда симплексу
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оР мы можем сопоставить элемент гомотопической группы 4s_t(Xft8). За­
фиксируем некоторое множество Хф и будем обозначать его Хо. Тогда в 
силу лемм 1 и 2 существует канонический изоморфизм г'Л л3_1(ХйД -+■ 
-*■ л.,_1(Хо). Тогда мы симплексу сц8 сопоставим элемент гомотопической 
группы л,_1(Х0). Распространив это отображение на s-мерные цепи, по­
лучим коцепь с," ns-i(Xo)), которую будем называть s-препят­
ствием к согласованному продолжению отображения f или просто s-пре­
пятствием.

Теорема 1. Для того чтобы отображение f было согласованно про­
должило на s-остов, необходимо и достаточно, чтобы сд = 0.

Свойства сд аналогичны свойствам классического препятствия к про­
должению отображения. Сформулируем их.

Л е м м а 3. с,-8 — коцикл.
Пусть / и q: К3"1 -+X н удовлетворяют условию согласования, пусть 

f = g на К3~2, тогда, аналогично классическому случаю (см. (8)), можно 
определить понятие согласованной различающей отображений f и g, 
cSf,g ns-i(X0)). Справедливы следующие леммы.

Лемма 4. По отображению /, удовлетворяющему условию согласова­
ния, и любой коцепи h е С3~ДК; hs_i (Хо) ) найдется отображение g, удов- s-l 7летворяющее условию согласования и такое, что Cf_g = п.

Лемма 5. Для любого симплекса os8 справедливо следующее равен­
ство-. dcf^g (щ8) = (с, — cg) (од8).

Теорема 2. Если с," гомологично 0, то найдется отображение g, удов­
летворяющее условию согласования на К3~1, совпадающее с / на К3~~, 
и которое может быть продолжено на К3.

Следствие 1. Если полиэдр К стягиваемый, то всегда существует 
отображение f: К К. удовлетворяющее условию согласования.

2. Напомним основные понятия теории многозначных отображений. 
Отображение F, переводящее топологическое пространство К в топологи­
ческое пространство X, называется многозначным, если Хх е К его 
образ F{x) — подмножество в X и F(x) =б=Ф. Многозначное отображе­
ние F называется замкнутым, если график Г = (j (х; F (х)) замкнут в

К XX.
Мы будем предполагать, что К — конечный полиэдр размерности п, а 

X — компактное метрическое пространство. Тогда справедлива следующая
Лемма 6 (см. (4, 6)). Пусть F: КX — многозначное замкнутое 

отображение, тогда Vg > 0, vp > 0 можно указать такое число а(е, |3) > 0, 
что в ^-окрестности произвольного множества Т, диаметр которого мень­
ше а, найдется точка ха, называемая спутником множества Т, что 
ЕДхп) л? U7?(x) = F(T), где ЕДх0) — г-раздутие множества F(x0).

ХЕТ
В дальнейшем p-окрестность множества Т мы будем обозначать через 

идт).
В этом пункте мы будем изучать вопрос, когда многозначное отображе­

ние F имеет однозначную аппроксимацию. Введем понятие определяю­
щего набора.

Рассмотрим последовательность чисел
ц > е„ > > ... > е2 > Si > 0. (1)

Далее рассмотрим новую последовательность и число d0 такие, что
0 < рй <’АРй+ъ 4pft+do < ct(eft+i — eft; рй+1). (2)

Последовательности (1) и (2) назовем определяющими наборами (см. так­
же (4, 6)).

Триангулируем полиэдр К столь мелко, чтобы диаметр каждого симп­
лекса стал меньше min(d0; a(et; Pi)). Устроим сквозную нумерацию всех 
симплексов.

Мы хотим свести задачу о существовании однозначной аппроксимации 
отображения F к задаче, изученной в п. 1.
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Рассмотрим нульмерный симплекс щ°; множество F(<ri°) обозначай че­
рез Хд. Рассмотрим теперь одномерный симплекс о?; diam ст? < а(е,, (Т), 
поэтому найдется спутник этого множества — точка х,1 е= U^, (о,1), такая, 
что/'’(о?) с (ж?). Множество ТоДх?) = ХД

Пусть теперь оД — двумерный симплекс: Cj’1, s^’3 — его одномер­
ные грани, точки хр1, Xi’2,xf’3— спутники этих граней. Они образуют 
множество 77, для которого справедливо diam Т2 < 2f3t + dr, < ct(e2 — ед 
₽2). Значит, найдется точка х2 — спутник множества 77, где х2 е U^T2) 
и F(T2) <= FB2_E1 (аД). Обозначим через X2 множество Р„,(х2).

Аналогично множеству X2 можно построить множества Х‘ и для симп­
лексов старших размерностей.

Совершенно очевидно, что dXts схХХ Дадим еще одно определение. Мы 
будем говорить, что замкнутое отображение Д’удовлетворяет свой­
ству (L), если:

а) Яео > 0, что Ve е0, vxoeA' F(ж) еД’Дхо) и отображение вло­
жения индуцирует изоморфизм гомотопических групп до размерности 
п — 1, когда р (ж; х0) < б, где 6 (е, xF);

б) V8 < и Fx еК множества Fe(x) (п — 1)-просты.
Очевидно, что образы многозначных отображений, удовлетворяющих 

свойству (L), могут иметь нетривиальные гомотопические группы.
Лемма 7. Если F удовлетворяет свойству (L) и определяющие набо­

ры (1) и (2) достаточно мелки, то множества Хб удовлетворяют условиям 
п. 1 для таких множеств.

Отображение /: К -+■ X и удовлетворяющее условиям согласования, 
назовем однозначной аппроксимацией, построенной по 
определяющему набору (1), (2).

Справедлива следующая
Теорема 3. Если полиэдр К стягиваемый, а отображение F удовлет­

воряет свойству (L), то всегда существует однозначная аппроксимация j, 
построенная по достаточно мелкому определяющему набору (1), (2).

3. Сформулируем теоремы о неподвижных точках.
Теорема 4. Если замкнутое многозначное отображение F, удовлет­

воряющее свойству (L), переводит шар Т в себя, то у него существует 
неподвижная точка.

Доказательство этой теоремы основано на том, что в силу тео­
ремы 4 у F существуют однозначные аппроксимации, которые перево­
дят Т в себя и, следовательно, имеют неподвижные точки. Неподвижные 
точки аппроксимаций сходятся к неподвижной точке многозначного отоб­
ражения, если определяющие наборы, по которым строятся аппроксима­
ции, брать стремящимися к нулю.

Аналогично доказывается более общая
Теорема 5. Если замкнутое многозначное отображение F, удовлет­

воряющее свойству (L), переводит стягиваемый полиэдр К в себя, то у 
него существует неподвижная точка.

Результаты данной работы докладывались на семинаре акад. 
П. С. Александрова.

В заключение я хочу выразить свою признательность Ю. Г. Борисовичу 
за постановку задачи и ценные замечания.
Воронежский государственный университет 
им. Ленинского комсомола

Поступило
26 IV 1972
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