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(Представлено академиком А. Д. Александровым 30 VI 1972)

Пусть Rn — 72-мерное эвклидово пространство, п 5= 3, a {et, е2, . . ., е„} — 
ортонормированный базис в нем. Рассмотрим произвольное неотрицатель- 

п
ное число е, гиперплоскость т = \х = 2 xkek : жп = 01 и отображение /:

1 *=i  >

* В связи с этим определением следует заметить, что для того, чтобы отображе­
ние j: тR "- было 0-почти мёбиусовым, необходимо и достаточно, чтобы оно явля­
лось ограничением на г некоторого мёбиусова отображения F: Rn —Л” пространства 
Rn в себя.

т Rn, f(x) ->• оо при х оо, гиперплоскости т в пространство Rn. 
Отображение / назовем е-п о ч т и мёбиусовым, если для каждой 

точки х0 е т и каждого числа г > 0 существует мёбиусово преобразование 
Lx„, г, f'. Rn Rn такое, что

г,/(/(я)) -xj < re

при х е т и |л: — Хо| г. Будем говорить также, что отображение /: т Rn 
является почти мёбиусовым, если оно окажется е-почти мёбиу­
совым преобразованием при некотором е > 0*.

Из результатов исследований Ю. Г. Решетника ('~4), а также П. П. Бе­
линского (5,6) об устойчивости в теореме Лиувилля о конформных отобра­
жениях пространства непосредственно следует

Теорема 1. Существуют число ё! > 0 и функция а(е) > 0, опреде­
ленная при 0 е < е1, причем а(е) ->• а(0) = 0 при е -> 0, такие, что если 
F: Rn -*•  Rn есть 1 + е-квазиконформное отображение с 0 е < et, то огра­
ничение f = F\x отображения F на т а(е)-почти мёбиусово.

Основным результатом данной заметки является 
Теорема 2. Существуют числа б2 > 0 и а> 0 такие, что если /: т — 
Rn — е-почти мёбиусово отображение с 0 е < е2, то f является ограни­

чением, на т некоторого 1 + ае-квазиконформного отображения F: Rn -*•  Rn.
Замечание 1. А-квазиконформным отображением мы называем здесь 

квазиконформное отображение, почти во всех точках дифференцируемости 
которого полный дифференциал переводит сферу в эллипсоид с отноше­
нием наибольшей оси к наименьшей, не превосходящим числа К > 1.

Замечание 2. Величины ei, а(е), е2 и а зависят только от размер­
ности пространства.

Замечание 3. Недавно П. П. Белинский установил, что порядок 
близости пространственного А-квазиконформного отображения шара к кон­
формному равен К — 1 (в замкнутом шаре) (7). Следовательно, функ­
ция ос(е) может быть заменена на линейную функцию be, b>0.

Изложим план доказательства теоремы 2. Для простоты изложения рас­
смотрим случай п = 3.

Лемма 1. Пусть /: т -*■  R3 — произвольное е-почти мёбиусово отобра­
жение, где 0 '•••; е 0,1.
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Тогда для каждой точки х0 т и каждого числа г > 0 существует сохра­
няющее ориентацию изометрическое преобразование Px<h г — Pxth т, р. R3 R3, 
Рх„ г (0) = О, такое, что

I р ! f№ — f W V т — хр I ?
I х°’ r \ | / (ж0 + rei) — У (х0) | Я r I " 1 *

* Оценки, полученные далее для констант е2 и а, относятся именно к рассматри­
ваемому конкретному разбиению R+3.

при X е Т и | Ж — Жо| г.
Рассмотрим е-почти мёбиусово отображение /: /<3 с СК е 0,1. Из

леммы 1 следует существование отображения Рр. rXlh-^ {Р} декартова 
произведения т X R+ плоскости т и множества R+ положительных чисел 
в множество {Р} всех сохраняющих ориентацию изометрических отобра­
жений Р: R3 R3, Р(0) = 0, со свойством: для каждой точки х0 е т и каж­
дого числа г>0 преобразование РХо, г = Р/(х0, г) удовлетворяет неравенст­
ву (1) для отображения / при гети |ж — ,rf, |К г. С каждой парой f и Pf 
свяжем отображение Ф = Ф(/,Pf): R+3 -> R3 полупространства Rp: = 
= {z = Ztet + z2e2 + z3es: z3 0} в пространство R3, совпадающее с / в точ­
ках плоскости т и равное f(xz) + |/(^z + z3e1) —/(zz) | -P_i (е3), если 
z3 > 0, a xz = Zje, + z2e2.

Из леммы 1 следует, что отображение / инъективно и непрерывно, а 
отображение Ф не обязано быть даже непрерывным. Но тем не менее оно 
непрерывно в точках плоскости т и обладает следующими свойствами.

Лемма 2. Если / нормировано условиями /(0) =0, /(et) = ei и 
/(е2) = С1Й! + с2е2, с2 > 0, то

^(z)-z|<5S(|z|+1)(-J25(;|z| + 40е)

при 2Е Т и &< minjgp-j-, и

I Ф (z) — z|<5<(11 +20е) (Ы + z3 + 1) (t + 9) = Me, *)'

при z3>0, е<-(|.^Аг— и k^,z)<z3.

Лемма 3. Для любых двух мебиусовых отображений Т: R3 R3 и- 
U: R3R3, определяемых формулами

Т (х) = cW (х) + A^t + Л2е2 + А3е3, U (х) = h(x) + + 52е2,

в которых с > 0, h > 0, А,, Az, А3, Bt и В2 — произвольные действительные 
числа, a W: R3 R3, 1Р(0) = 0, — произвольное сохраняющее ориентацию 
изометрическое преобразование, имеет место равенство

фляк’.^и^фоа) А
где PT°f°u°(pco, г) = Pt(U (х0), hr) ° И7-1 для каждой точки х0^т и каждого 
числа г > 0 и удовлетворяет неравенству (1) для отображения Т ° / ° U° при 
х е г и \х — Жо | К г, a Ua = 271 т.

Зададим теперь симплициальное разбиение полупространства R+3 = 
= {х: х3 > 0}, инвариантное относительно преобразований вида 
х 2р(х + ke, + тпе2), где р, к и т — произвольные целые числа. Такое 
разбиение можно получить, например, следующим образом *.  Разобьем сна­
чала параллелепипед с вершинами е3, ei + е3, et + е2 + е3, е2 + е3, 72е3,. 
61 + ‘/гбз, 61 + е2 + 7ге3 и е2 + '12е3 на 14 симплексов, вершины которых со­
ответственно есть:

1) е3, ’/2е3, ‘/2(б1 + е3), 7г(е1 + е2 + е3);
2) ei + е3, il2(el + е3), '1г(е1 + е2 + е3), ei + 7г(б2 + е3);
3) ei + е3, il2(ei + e3), е< + 7г(е2 + е3), ех + 7гб3;
4) ei + е2 + е3, 7г(в1 + е2 + е3), ei + 7г(е2 + е3), е, + е2 + '/2е3;
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5) е, + е2 + е3, 7'г (ei + е2 + е3), е( + е2 + !/гвз, 42ei + е2 + 7гвз;
6) е2 + е3, 72(е2 + е3), 7г (е4 + е2 + е3), е2+1/2е3',
7) ег + е3, ’/2(62+е3), 7ге! + е2 + 7ае3, е2 + 72в3;
8) е3, {/2е3, '/2 (e) +■ ег + е3), V2 (е2 + <?3);
9) е3, е, + е3, li2(ei + e3)1 7г (ei + е2 + е3);

10) ei + е3, в! + е2 + е3, е3 + 7г (е2 + е3), 7г (щ + е2 + е3);
11) ei + ег + е3, е2 + е3, 1/2е1 + е2 + 7гвз, 7г (в1 + е2 + е3);
12) е2 + е3, е3, 1/2 (е2 + е3), 7г (щ + е2 + е3);
13) е3, е2 + е3, е4 + е2 + е3, 7г (е4 + е2 + е3);
14) 63, ei + е3, 61 + ег + 63, 7г(б1 + е2 + е3).
Затем при помощи преобразований вида х ->- 2р(зг + ket + me2), где р, I 

и т — любые целые числа, распространим это разбиение на все полупро­
странство R+a.

Для каждой пары / и Р, рассмотрим, наконец, непрерывное отображе 
ние F = F(j, Р,): R+3 IF, совпадающее в вершинах симплексов построен 
ного разбиения с отображением Ф(/, 77), внутри каждого симплекса ли­
нейное и в точках плоскости т равное /. Используя леммы 1—3, можн< 
показать, что при е < 50 й • 10_6 отображение F — (1 + 1,5 ■ 106 е)-квазикон 
формное. Продолжение f на все 1F осуществляется аналогичным образом

Отметим два следствия из теорем 1 и 2.
Следствие 1. Существуют число е3 > 0 и функция [3(e) 3s 6 

Р (е) р (0) = 0 при е -> 0, такие, что если неограниченная область D с R 
может быть отображена 1 + е-квазиконформно на шар R = {%-. |ж|< 1} с

R" с 0 С е < е3, то существует $(е)-почти мёбиусово преобразовани 
/: т R", отображающее гиперплоскость т на границу dD области D.

R свою очередь, если для некоторой области D существует е-почти мё 
биусово преобразование /: т -*■  R’1 с 0 е < е3, отображающее т на dD, т 
область D можно отобразить 1 + ${г) -квазиконформно на шар.

Таким образом, вопрос о существовании квазиконформного отображе 
ния, близкого к конформному, неограниченной области на шар сводите 
к вопросу о существовании почти мёбиусова преобразования, отображак 
щего гиперплоскость т на границу области.

Следствие 2. Существуют число е4 > 0 и функция 7(e) > ( 
у(е) ->у(0) =0 при е0, такие, что всякое 1 + ^-квазиконформное отс 
бражение шара с 0 С е < е4 продолжается 1 + (г) -квазиконформно на вс
пространство R".

В доказательствах первой части следствия 1 и следствия 2 существен 
ным образом используется устойчивость конформных отображений пр< 
странства в замкнутом шаре (5~7).

Функции р(е) и у(е) линейны.
В заключение отметим, что ранее автор уже предпринял попытку из; 

чпть поведение трехмерных квазиконформных отображений на плоски 
сечениях областей определения (s), но в настоящей заметке для прострат 
ственных квазиконформных отображений, близких к конформным, получ, 
ны в этом направлении более глубокие результаты.
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