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1. В заметке изложены результаты, связанные с изучением интерполя­
ционных свойств одного класса квазинормированных (к.н.) пространств. 
Для нормированных пространств Лионе и Петре (‘,2) ввели К- и /-методы

* Ci ie'l? У II/IU у С,11/17, Ci > 0; короче: HI? X II- llPF.
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средних». В работах (3_5) К-метод (дискретный и недискретный) пере­
носится на случай к.н. пространств. Дискретный /-метод не обобщается. 
Это связано с отсутствием свойства субаддитивности (квазинорма лишь 
квазисубаддптивна (3)). С другой стороны, для многих важных к.н. про­
странств (например, Lv, 1Р: пространства Лоренца Lq-P, lqp (см. (3)); 
пространства вполне непрерывных операторов Sy, S’ p (см. (6,7)); прост­
ранства Харди Нр, 0 < р У °°, 0<р<°°) некоторая положительная сте­
пень квазинормы субаддитпвна. Это позволяет обобщить дискретный /-ме­
тод на случай таких пространств. При этом сохраняются все понятия и тео­
ремы (исключая идеи двойственности), установленные в (*,  2, 8).

2. Дискретный /-м е т о д «с р е д н и х» для р-б анаховыхпро-
странств. Пусть р > 0. Линейное топологическое пространство F назо­
вем р-н Армированным, если на нем можно задать две эквивалентные * 
неотрицательные функции /->-11/11? и /“*11/11??,  аннулирующиеся лишь 
при / = 0 п такие, что ||Д + Д|| ркУ ||Д || ||Д||/к, IIVIIf = |М Н/1Д,
/ —/II -рк — I; / ii pf-

Нормированное пространство 1-нормировано; р-нормированное прост­
ранство к.н. Понятие р-нормированного пространства эквивалентно поня­
тию линейного метрического пространства с метрикой, эквивалентной 
положительно однородной функции степени р. Полное р-нормированное 
пространство назовем р-б а и а х о в ы м.

Будем говорить, что пара (Fi), i = 0, 1, р-банаховых пространств сов­
местна, если существует линейное топологическое отделимое простран­
ство ST такое, что Fo, Fi<=- 9~ (<= означает линейное и непрерывное вложе­
ние). Тогда Fo + Fi является полным линейным метрическим простран­
ством с метрикой ||/ — g11?о+?,, где

||/iFo+Fi — inf {[||/о+ ||/1 Ныв,]’ f — fo + /i,/iGE Fi, i — 0,1}.

Пусть e(i e)’7„ e= r>(F,), 0 < ц У 0 < 0 < 1, i = 0,1. Тогда

SII in h+F. < C\l 2 e-^ |jtn + ( 2 1| fn ЦП V-'-‘J .

— cc —oo ' ' —oo '

Поэтому ряд Л fn сходится в Fo + Fi и имеет смысл определение
—оо

оо

РIM = (Fo, F 1)er„n = |/s /^о + ■^'1> / = 2/”, Fl~^nfn е Z 1 (F,), т = 0,1|. (1)

—оо
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Это пространство (/банахово относительно следующих двух функций:

I/U,,, - ы НК*"/.  ₽,„Л> + |К-“’7„|’;,(Р,И|,

1 / q = (1 — 0) / q., + 0 / qi, qt = min (p;, n), i = 0, 1,

где inf берется по всем представлениям элемента / в виде (1).
Ниже формулируются лишь те результаты (ограничиваясь наиболее 

типичными), которые не получаются в рамках общей теории к.н. прост­
ранств.

Теорема 1. Если (Ft) — совместная пара р-банаховых пространств и 
1 / Го + 1 / п > 0, то Г1 плотно в For^,.

3. Эквивалентность К- и /-методов «средних».
Теорема 2. Если (Ft) — совместная пара ргбанаховых пространств, 

то

(FB, Л) вГоГ1 = {/ е Fo + Ft: / = /„„ + ft,,, п = 0, ±1, . . . , e^"fin е l\(F:)}, 
(2)

I! / ik0,.ori X inf max I! e^nfin II r , 0 < r0, r-t < on.
1=0,1 L V

Теорема 3. В условиях теоремы 2

(^Л)9^ = (/£^^Л;1/||ад’ог= 5 (3)
о

где 1 / г = (1 — 0) / г,, X 0 / П и K(t. f: Fo,Ft) =inf {(ll/elk + ^ll/ilk); / = 
= Л + ft. ft e F}. При этом l/ll-Ferr, X || f ||<к0,го9г-

Замечание 1. Правые части формул (2) и (3) имеют смысл и экви­
валентным тогда, когда (Г,) лишь к.н. пространства (см. (4,5)).

Теорема 4. Пусть (Af), (В,), (С,) — совместные пары а„ Ъ,, р-банахо­
вых пространств соответственно и Т: А В, С, билинейное и непрерыв­
ное отображение. Положим

1 / + 1 / = 1 / q,+ 1 frc, q{, n > pt, если st > pt,

q, = n = Si, если Si < p,-, i = 0, 1.

Тогда T: (Л + A,) X Bo 0 B, -> C„ + Ct и

«^A^, Ъ^В^В,_. (4)

Замечание 2. Если 1 / r<> + 1 / rt > 0, то (по теореме 1) отображение 
T допускает продолжение по непрерывности, Т: ASg.g, ХВ8г,Г] -+ C0S|]S,, с со­
хранением оценки (4).

Замечание 3. Аналогичная теорема имеет место и для полилиней­
ных отображений.

4. Ре итерация в пространствах «средних». Пусть (Е,) — 
совместная пара к.н. пространств. По определению к.н. пространство F 
=> Fo Л F. принадлежит классу Je(F0,Fi), 0 < 9 < 1, если ||a||F<

cllalll? ||а|1г,°, asFB Л А,.
Предложение 1. Пусть (Ft) — совместная пара р-банаховых прост­

ранств и r-банахово пространство F хэ FB (У F,, F ex Fo + F<.
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Тогда F^Je(Fe,Fi) о (Fo,Ft)er с F, 0 < 0 < 1.
По определению, к.н. пространство F с Fo + Fi принадлежит классу 

Ke(F0, Fi), если для любых а е F и t > 0 существует разложение а = aot + 
+ alt, ait t= Fh такое, что ||«odlr„ < сЛЫ'г, ИаЛг, ct0||а||F.

Предложение 2. Пусть (F,) — совместная пара к.н. пространств и 
к.н. пространство F <= Fo + Ft.

Тогда F Ke(F„, Ft) F с (Fo, F,) е~, 0 < 0 < 1.
Положим Pe(F0, Fi) — Je(F0, Ft) Л Ke(F0, F>). Тогда из предложений 1, 

2 непосредственно вытекает
Следствие 1. В условиях предложения 1

F е Fe(Fo,F1) F <= (F^Fi)^, 0 < 0 < 1.

Теорема 5. Пусть (F,) — совместная пара рГбанаховых пространств, 
О 9о < 0 < 91 === 1 и гГбанаховы пространства Gt J,,l (Fo, Ft) образуют 
совместную пару. Тогда

(Fо, F1) и-. 11)ео+1)01, р с (Go, Gi) о, р, 0 < ц < 1, 0 < р

Теорема 6. Пусть (F,) — совместная пара к.н. пространств, О С 0О < 
< 0 < 01 < 1 и к.н. пространства Gi е 7с0; (Fo, f\), i = 0, 1. Тогда

(Go, Gi)n, p<= (Fo, F^d-rje.+oe,. 0 < 1] < 1, 0 < p °o.
Из теорем 5, 6 вытекает
Следствие 2. В условиях теоремы 5, если G^PUi (Fo, Ft), то

(Go, Gi)n, p = (Fo,F1)(i_,1)o„+,1o1, p, 0 < p < 1, 0 < p =S °o.

Сформулированные результаты относятся к Сотучаю 0О 0,. Для иссле­
дования случая 0о = 01 необходимо следующее построение. Пусть (F,) — 
совместная пара p.-банаховых пространств, 0<0<1, 0 < q < <», 0 < г

оо. Тогда, по определению (ср. (8)),

(Fo, F,)T = L е Fo + Fi; a = 2 an, e piA ,
— co

где I4'r есть пространство * * Лоренца числовых последовательностей. Это 
естественно р-банахово пространство, 1 / р = (1 — 0) / min (р0, г) + 
+ 0 / min (pi, г).

со
* lq’г = /а = (<?„); ■У'''г~1аг'1”< «4 . {<ОГ есть перестановка чисел

I- п=1 J
в невозрастающем порядке.

Теорема 7. Пусть (Ft) — совместная пара рГбанаховых пространств, 
О < </ < °°, 0 < г °°, 0 < а, 0 < 1. Тогда

((Дь F 1)о<?о? (^о, — (Foi , 9<> 71! 1/7 — (1 о,) ;qa a/q^.

Теорема 8. Пусть (Fi) — совместная пара р-банаховых пространств, 
О '/• 0о < 0 < 01 1 и г,-банаховы пространства Х{е Je,(F„, F\) образуют
совместную пару. Пусть (Gt) — совместная пара к.н. пространств и к.н. 
пространства К, <= К9[ (Go, Gt), О 0OZ < 0Z < 0/ 1.

Тогда, если Т: У. — линейное и непрерывное отображение с ква­
зинормой Mi, I = 0, 1, то Т: (Fo, Ft) в„(Go, Gi) о’р с квазинормой 
M*iCM^  MF, где р = (0 - 0О) / (0± - 0О) = (0' _ 0/) / (0/ _ 0/).
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Теорема 8 является интерполяционной типа теоремы Марцинкевича; 
ср. (9).

В заключение автор выражает благодарность М. 3. Соломяку за по­
стоянное внимание к работе.

Поступило 
28 X 1972 
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