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Пусть банаховы пространства Ео, Ei образуют (интерполяционную) 
пару, т. е. существует некоторое отделимое топологическое векторное про­
странство <F, в которое £0, непрерывно вложены (',2). В этом случае 
обычным образом возникают банаховы пространства /?0 + Ei и Е,. П Ei (2)„ 
Будем считать, что в них определены нормы

Н1е»+-щ= in{ max(hol|E„, 1ЫЮ, Ы|е»пщ = max(kb» 4-IMeXх—x04-Xi ' '
+еЕг

где 0 < с < о°.
Обозначим через G = G(E0, Ei) множество линейных операторов Т, 

действующих в Еа + Ei и таких, что Zl»: < 1, i = 0, 1.
Банахово пространство Е, непрерывно вложенное в Ео + Ei, называется 
интерполяционным (с-интерполяционным) пространством пары 
(Ко, Et), если всякий оператор Т из G непрерывно действует в Е (и 

+ с).
Важной задачей интерполяции является описание для заданной пары 

(Ao, Ei) всех ее интерполяционных пространств. Существенный результат 
в этом направлении был получен Кальдероном (3), в удобной форме им 
были описаны все интерполяционные пространства пары (L1, L°°). Лоренц 
и Шимогаки (4) обобщили этот результат на пары пространств (Lp, L°°) 
функций, определенных на некотором интервале (0, 1), Z «S °°, 1 р <

Теорема 1*.  Для того чтобы банахово пространство Е <= L" + L°° 
было интерполяционным, необходимо и достаточно, чтобы из соотношения

* В работе (4) утверждение теоремы 1 было доказано лишь для пространств Е, 
обладающих свойством Фату. Уточнение удалось получить благодаря следствию 1 
теоремы 3.

i t

\^х*Р ds ds, 0<^t<^l, (1)
о о

и условия у е Е вытекало, что х^Е.
Если Е есть с-интерполяциониое пространство, то (1) влечет Н^Ив

с||у\\Е. Наоборот, если Е таково, что (1) влечет ||х||Е=^ с||у||Е, где с не за­
висит от х и у, то Е является Хрс-интерполяционпым пространством.

Здесь х*  означает неубывающую функцию, равноизмеримую с | а? |, а 
А,, е (1, 21/9), 1 / р + 1 / 7 = 1.

Пусть Lap — пространство (классов) функций х, определенных на неко­
тором локально компактном пространстве М, снабженном мерой Радона щ
и таких, что

|ха|р dp,y P <00, 

ess sup I ха | оо,

Р <

р = ОО.
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Ниже предлагается описание интерполяционных пространств пары 
(Laop, Laip), 1 р < оо *.  Для р = 1 это было сделано Семеновым (5).

* Веса а0, а, не предполагаются, вообще говоря, почти всюду конечными. Это 
позволяет включить в рассмотрение пары пространств (Laap(M0), Lolp(Mi)), опреде­
ленных на разных Мо и Mi.

Теорема 2. Для того чтобы банахово пространство Е с L„p + Ъар 
было интерполяционным, необходимо и достаточно, чтобы из соотношения

| х min (аоДаД |р dp «Д | у min (а0, 1аД |р йц, 0<^^<^оо, (2)
м м

и условия у вытекало, что х^Е.
Если Е есть с-интерполяционное пространство, то (2) влечет ||ж||Е 

С с||у||®. Наоборот, если Е таково, что соотношение (2) влечет 1Ы|Е^ 
с|| II®, где с не зависит от х и у, то Е является аРс-интерполяционным 

пространством, 1 =5 21/<г, 1/ р + 1 / q = 1.
При р = °° можно получить более точный результат. Оказывается, что 

для с-интерполяционности Е ~ Laa°° + La,°°, необходимо и достаточно, что­
бы соотношение

ess sup | х | (ад1 + ess sup j у | (а'Д Д- Г'аДу', 0 <Д оо,

и условие у ~ Е влекли ||ж||Е с||г/||Е.
Сформулированные теоремы объединяет то, что характеризация интер­

поляционных пространств на самом деле дается в терминах Х-функциона- 
ла Питре (2,6). Действительно, полагая для произвольной пары (Ео, ЕД 

Kp(t, х, Ео, ЕД = ini (Ц^о1)е0+iPhi||E1)1/p, 0<Z<oo, 1<р<оо,
Х=Х04-Х!

xi^Ei

имеем
t

Кр (С X, Lp, L°°) < Ц dsfP < ^рКр (t, X, Lp, L"), x^Lp + Lx , 

О
Kp(t, x, Lp„, ЕРД |a;min(a0, taj \p dpj P sy apKp (t, x, Ер„, Lp,),

M
x GE Lp0 -|- Lp,.

Отметим также следующее обстоятельство. Теоремы 1, 2 доказывались 
авторами по одной и той же схеме. Сначала устанавливали их конечномер­
ный аналог, а потом делали тот или иной переход к бесконечномерному 
случаю. С этой точки зрения полезными оказываются найденные в (7) ус­
ловия компактности и замкнутости множества G, наделенного той или 
иной операторной топологией.

Пусть Г cz (Ео + ЕД*  такой линеал, что Еа + Ei и Г находятся в двой­
ственности. Топология o(E'o + £,i, Г) порождает во множестве L непрерыв­
ных эндоморфизмов Ео + Е, слабую операторную топологию, которую бу­
дем называть Г-топологией. Пусть По, LL — единичные шары пространств 

||ж||„ II37 lit?
Е0Л1>Иа= inf inf

гсеЕ„ПЕ1 II л 11е0 xeEoQE, IIл 11я„
Теорема 3. Множество G замкнуто в L в Г-топологии тогда и только 

тогда, когда:
1) при любом с, а с Ъ, множество Uo П cUl о(Е0 + Et, Г)~замкнуто 

в Ео + Et’,
2) если Ео П Ei не плотно в Еа (ЕД, то Ua (иД тоже g(Eo + Ei, Г)- 

замкнуто в Ео + /Д.
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Множество G компактно в V-топологии в том и только в том случае, 
если, кроме условий 1), 2), выполнено условие

3) хотя бы одно из пространств Ео Л Et (с нормой || • НеоПЕ1, а с < &), 
Е», Е, или Ео + E"i одновременно плотно в Е„ + Е{ и имеет а(Е0 + Et, Г)- 
компактный единичный шар.

Следствие 1. Пусть х, у е Ео + Еи Если множество G Х-компактно 
и существуют операторы Tv е G, v <= J, такие, что сеть Tvx сходится к у 
в топологии а(Е„ + Ei, Г), то найдется оператор Т е G такой, что Тх = у.

Ввиду следствия 1 переход к бесконечномерному случаю в теоремах 1, 
2 становится тривиальным.

Поскольку для каждой пары гильбертовых пространств (Яо, НД и каж­
дого е > 0 найдутся пара (ЕД, La,2) и оператор J: На + IE ->■ La2 + La2 та­
кие, что J | m: Hi ->■ La2 и

(1 — е)||ж||н JxHl2 <(1 + e)||^||Hi, i = 0, 1,
ai

то из теоремы 2 вытекает
Теорема 4. Для того чтобы Е — Яо + Hi было интерполяционным 

пространством пары (Н„, Я4), необходимо и достаточно, чтобы из соотно­
шения

K2(t,x,H0,Hi)>K2(t,y,H0,Hi), (3)

и условия у е Е следовало, что х е Е.
Если Е есть с-интерполяционное пространство, то (3) влечет неравен­

ство |Ы1в Р2с||у||£, 1 =Е li- Т'2. Наоборот, если Е таково, что (3) влечет 
неравенство ||ж||Е С с||у||Е, где с не зависит от х и у, то Е является с-пнтер- 
поляциопным пространством.

Эта теорема примыкает к результату Донохью (8), описавшему все 
гильбертовы интерполяционные пространства пары (Яо, Я,).

Теорема 5. Если мера ц на пространстве М вполне о-конечна, то сре­
ди интерполяционных пространств пары (LaJ‘, La,p), 1 р со, найдутся 
несепарабелъные в том и только том случае, если веса а0, а, неэквива­
лентны.
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