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Случайные блуждания из начала координат по точкам с неотрицатель­
ными целочисленными координатами /с-мерного эвклидова пространства, 
соответствующие выборкам с возвращением (полиномиальные или мульти­
номиальные блуждания) и выборкам без возвращения (многомерные ги­
пергеометрические блуждания), обладают рядом общих свойств. Так, в (') 
указано, что необходимые и достаточные условия полноты плана одни и те 
же для обеих схем блужданий. Несмещенные достаточные оценки для пе­
реходных вероятностей имеют один и тот же вид (2) в случаях полиноми­
альных и многомерных гипергеометрических блужданий.

Цель настоящей заметки состоит в рассмотрении более общей схемы 
блужданий, частными случаями которой являются вышеупомянутые блуж­
дания. В этой общей схеме блужданий могут быть получены известные 
многомерные дискретные распределения.

Ниже будут рассматриваться лишь замкнутые планы первого вхожде­
ния (3) для блужданий пз начала координат по точкам с неотрицатель­
ными целочисленными координатами /с-мерного эвклидова пространства. 
Используем основные понятия и определения для таких планов, следуя 
работам (3~6).

Пусть вероятность того, что за первый шаг частица, выходящая из на­
чала координат, продвинется на единицу по оси ОТ7,, равна pt, 0 < р, < 1; 

k
1 = 1,..., к\ 2 Pi = 1- Вероятность перехода за один шаг из произволь-

г=1
ной точки B^ti, t2,. . ■ , ti,. .. , tk) в проходную точку B2(ii, i2, . . . , ti+i,. .. 

p. —ct£-
..., th) равна ’ где обозначает сумму координат точки
a a — некоторый скалярный параметр (для неограниченных планов пара­
метр а может быть лишь неотрицательным).

Тогда вероятность перехода из начала координат в любую достижимую 
точку D(tl, t2,..., th) (проходимую или граничную) имеет следующий 
вид:

k '<-1
П П (?; + art)

Рр. a (0, D) = СК (0, О) 2^2------------ , (1)
П (1+aZ)

(=о

где Ж (В, С) — число различных траекторий в области блужданий В, соеди­
няющих точки В л С. Положив в формуле (1) а = 0, получим полиномиаль­
ные блуждания. Значения параметров pt = NJ N, i = 1, . . . , к; 0 < N( < А; 
k
2 Nj = N, и a = — 1 / N приводят к многомерным гипергеометрическим 
i=l
блужданиям (2).
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Рассмотренную общую схему блужданий назовем блужданиями 
П о й я, поскольку из нее могут быть получены известные распределения 
Пойя.

Замкнутый план Пойя П(П) с границей остановки G определяет при 
каждом а, а > 0, семейство вероятностных мер $PG, где вероятности пере­

хода в граничные точки Г, ГеС, задаются формулой (1) и 2 Лр. а(0, Г)= 1. 
k Гей

Граница остановки 2 = U, U — целое положительное число, приво-

дит к семейству многомерных распределений Пойя, у которого вероятно­
сти перехода в граничную точку Г (it, t2,.. ., th), Г е G, определяются фор­
мулой

k ti 1
II П (рг -р ah)

Ль о (О, Г) = -----------
П t! П (1+«Z)
1=1 !=о

(2)

Распределение (2) подробно рассмотрено с указанием имеющейся ли­
тературы в (7). Частными случаями распределения (2) при вышеуказан­
ных значениях параметров а и р = (р1; р2, • • •, Рь) являются полиномиаль­
ное и многомерное гипергеометрическое распределения.

В предложенной общей схеме блужданий граница остановки инверсного 
плана h = т, т — целое положительное число, задает семейство отрица­
тельных многомерных распределений Пойя вида

т—1 k Ч—1
П (/>i -pa/г) П П (pi + ah)

r> i(\ тч И (Г) 1]! h=o i=2 h=o /q\
■^P. a 1) — k т(Г)-1 • 'A)

(w —1)111 t.\ П (14-aZ)
i=2 Z=0

Распределение (3) является обобщением соответствующих полиноми­
ального и многомерного гипергеометрического распределений с той же гра­
ницей остановки.

Аналогично из (1) можно получить другие распределения вероятно­
стей, подобрав соответствующий замкнутый план Пойя.

К блужданиям Пойя с естественным сужением пространства парамет­
ров приводит следующая урновая схема. Пусть урна содержит N шаров, 
каждый из которых окрашен в один из к цветов, причем имеется Nt шаров 

й
i-го цвета, 0 < < A; i = 1,..., к-, = . Процесс случайного ныбо-

i=i
ра шаров из урны будем интерпретировать как блуждание точки из начала 
координат вдоль осей ОТ{, i = 1,..., к, в точки с неотрицательными цело­
численными координатами. Точка передвигается на единицу по г-й оси, 
если последовательно извлечен шар i-ro цвета. Пусть состав урпы изме­
няется перед извлечением последующего шара следующим образом: если 
на предшествующем шаге извлечен шар i-ro цвета, то в урну добавляется 
(убирается) а шаров того же цвета. Случаям а=0 и а=—1 отвечают соот­
ветственно выборки с возвращением и без возвращения. При задании замк­
нутого плана и целого числа а вероятность перехода из начала координат 
в достижимую точку D равна

k А
П П (N. + ah)

PN. а (О, D) = (О, D) . (4)
II (N + al)

z=o
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Следует заметить, что при конечных N неограниченные планы могут 
рассматриваться лишь при положительных а. Формула (4) является част­
ным случаем формулы (1), когда р. = М / N и а = а / N.

Другой метод получения блужданий Пойя дается следующей теоремой, 
обобщающей результаты (7,8).

Теорема 1. Пусть задано семейство распределений, отвечающее не­
которому замкнутому полиномиальному плану, причем параметр (р) яв­
ляется случайной величиной, имеющей распределение Дирихле

k
/₽(р) = ^о)П Дрр (5)

k
с параметром 0 = (^, 02,.. ., (3А), >0; ₽0 = 2 &•

1=1
Тогда безусловные вероятности попадания из начала координат в гра­

ничные точки задаются формулой (1) с параметрами р/ = 0«/Ро, г = 
= 1,..., к, и а' = 1 / р0, a (0, Г) определяется исходным полиномиаль­
ным планом.

Следующие теоремы позволяют строить при блужданиях Пойя для ве­
роятностей перехода в достижимые точки несмещенные оценки, выражен­
ные через достаточную статистику.

Теорема 2. Пусть замкнутый план Пойя П(G) определяет семейство 
распределений TPG- Достаточной статистикой для этого семейства распреде­
лений являются координаты граничной точки.

Теорема 3. Пусть задан план Пойя с границей остановки G, тогда 
несмещенная оценка £(Г) для Psa(fi,D) — вероятности перехода из начала 
координат в достижимую точку D — дается формулой

| (Г) = Рр, а (0, D) = (6)

при VT, Г s 6'.
План П(С'), граница остановки G', Гх е G', которого образована из до­

стижимых точек исходного плана П(бг), назовем вложенным по от­
ношению к плану П(G). С помощью теоремы 3, используя результа­
ты наблюдений по исходному плану, можно строить несмещенные оценки 
для распределений вероятностей, определенных вложенными планами. Так, 
например, построенная на основе распределения (2) несмещенная оценка 
для вероятности Рр, а[0, Г'(£/,...,£/) ] семейства распределений Пойя, 

k
определенного вложенным планом с границей G': 2 ti = U', U'^U,

i=l
имеет вид

£р,а[0, Г' (G,... Л)1 (7)

Аналогично несмещенная оценка для вероятности Pv, а[0, Г (m', t2',... 
. .. , к,') ] в случае вложенного инверсного плана с границей Gz: G = m', 
тп' < m, на основе исходного плана с соответствующим распределением (3) 
задается формулой

з*

(8)
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Пусть точка D является достижимой при планах П(б) и n(G') и а за­
дано. Тогда верна

Теорема 4. Если на основе ограниченных полных планов Нойя— 
исходного П (G) и вложенного n(G') —получены несмещенные оценки 
вида (6) для Pp a(0,D) соответственно §(Г), Г е G, £(Г'), Г/ е G', то дис­
персии этих оценок при всех значениях параметров р связаны соот­
ношением

VgKO Vg’^t'). (9)

Аналогичная теорема может быть сформулирована для полных неогра­
ниченных замкнутых планов.

Заметим, что у исходного и вложенного планов при всех значениях па­
раметров средние длины траекторий удовлетворяют неравенству

Яст(Г) >^т(Г'). (10)

В связи с этим, при несмещенном оценивании вероятностей перехода в слу­
чае полных планов Пойя, нельзя достигнуть при всех значениях парамет­
ров одновременно уменьшения среднего числа наблюдений и дисперсии 
оценки.

Пермский государственный университет Поступило
им. А. М. Горького 23 VI 1972
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