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Пусть   и   – множества всех натуральных и всех простых чисел соответственно. Подгруппа H называется  -суб-

нормальной подгруппой группы G (H  -sn G), если существует цепь подгрупп 0 1 1n nH H H H H G      та-

кая, что 1:i iH H 
   для каждого 1, , .i n   Здесь { , {0} }.kp p k     ∣  В настоящей работе перечислены 

конечные простые неабелевы группы G со свойством 1  -sn G. 
 

Ключевые слова: конечная группа, простая неабелева группа,  -субнормальная подгруппа. 
 

Let   and   be the set of all positive integers and all primes, respectively. A subgroup H of G is called  -subnormal in G 

(H  -sn G) if there is a chain 0 1 1n nH H H H H G      such that 1:i iH H 
   for every 1, , ,i n   where 

{ , {0} }.kp p k     ∣   We obtained finite simple non-abelian groups G with 1  -sn G.  
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Введение 
Будем рассматривать только конечные 

группы. В работе [1] было введено следующее 
понятие. 

Определение. Подгруппа H группы G назы-
вается  -субнормальной в G (обозначается H 
 -sn G), если либо ,H G  либо существует 
цепь подгрупп  

0 1 1n nH H H H H G      
такая, что 1| : |i iH H   – простое число для всех 

1, , .i n   
Имеется достаточно много работ, где изуча-

лись конечные группы, у которых каждая под-
группа из заданной системы подгрупп является 
 -субнормальной в группе. Отметим работу 
Л.С. Казарина [2, теорема 6], в которой он пере-
числил простые неабелевы композиционные 
факторы конечных групп G, для которых 1  -sn 
G. Данный результат был уточнен в [3, теорема 
3.2]. В этой работе также были указаны некото-
рые цепи подгрупп простых индексов для про-
стых неабелевых групп. 
 В дальнейшем понятие  -субнормальности 
неоднократно обобщалось в различных направ-
лениях. В работе [4] было введено следующее 
понятие. Пусть   и   – множества всех нату-
ральных и всех простых чисел соответственно. 
Для фиксированного t  положим 

 { , 0 , },t kp p k k t     ∣  
обозначим 

{ , {0} }.kp p k     ∣  
Подгруппа H называется ( )t   -субнормальной 

подгруппой группы G, если существует цепь под-
групп 0 1 1n nH H H H H G      такая, 

что 1: ( )t
i iH H 

    для всех 1, , .i n   При 

этом используется обозначение H ( )t   -sn G. 

Отметим, что всякая t -субнормальная 
подгруппа будет  -субнормальной. При 1t   
получим понятие  -субнормальной подгруппы. 

В настоящей работе мы перечислим про-
стые неабелевы группы G, в которых 1  -sn G. 

Теорема. Пусть G – простая неабелева 
группа и 1  -sn G. Тогда 3 3{ (3), (5),G SL SL  

2 2 2(7), (11), (2 ),nPSL PSL SL  где 2 1n p   – про-

стое число Ферма, 2 2(8), ( ),SL PSL r  где 2 1mr    – 

простое число Мерсенна, 4 3(2), (8)}.PSU PSL  

 
1 Вспомогательные результаты 
Используются стандартные обозначения и 

терминология, которые можно найти, например, 
в [5], [6]. Нам потребуются следующие вспомо-
гательные результаты. 
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Лемма 1.1 [7, теорема 1]. Пусть G – про-
стая неабелева группа, H G  и : ,mG H p  

где p  – простое число. Тогда имеет место одно 

из следующих утверждений: 
( )a  ,nG A  1,nH A   где ;mn p  

( )b  ( ),rG PSL q  H – параболическая под-

группа в G, 
1

:
1

r
mq

G H p
q


 


 и r  – простое 

число; 
( )c  2 (11),G PSL  5 ;H A  

(d) 23,G M  22H M  или 11,G M  10;H M  

( )e  4 4(2) (3),G PSU PSp   H – параболи-

ческая подгруппа индекса 27. 
В частности, только группа 2 (7)PSL  име-

ет подгруппы различных примарных индексов. 
Следующий результат хорошо известен. 
Лемма 1.2. Пусть p  и q  – простые числа и 

1 ,m n   такие, что 1.m np q   Тогда имеет 

место одно из следующих утверждений: 
(1)  2, 3, 3, 2;q p n m     

(2)  2, 1q m   и 1np q   – простое чис-

ло Ферма, где n  – степень числа 2; 

(3)  2, 1p n   и 1mq p   – простое чис-

ло Мерсенна, где m  – простое число. 
Лемма 1.3 [3, теорема 3.2]. Пусть G – про-

стая неабелева группа и 1  -sn G. Тогда 

3 3{ (3), (5),G SL SL  2 2 2(7), (11), (2 ),nPSL PSL SL  где 

2 1n p   – простое число Ферма. 

Лемма 1.4 [4, лемма 4]. Пусть H – подгруп-
па группы G, N  – нормальная в G подгруппа и 

.t  Тогда справедливо следующее утвержде-

ние. Если H ( )t   -sn G, то ( )H N  ( )t   -sn 

N  и /HN N  ( )t   -sn / .G N  

 
2 Доказательство теоремы 
Так как 1  -sn G, то группа G обладает 

собственной подгруппой примарного индекса. 
По лемме 1.1 имеет место один из следующих 
случаев. 

(I) ,mp
G A  где p – простое число и 5.mp   

Подгруппы индекса mp  в mp
A  это в точно-

сти группы 
1
.mp

A


 Если 
1mp

A


 разрешима, то 

2
5 2 (2 )G A SL   и по лемме 1.3 1  -sn G, а зна-

чит 1  -sn G. Следовательно, 
1mp

A


 – простая 

неабелева группа и 1  -sn 
1
.mp

A


 По лемме 1.1 

1 5,m np q    где q  – простое число. Отсюда 

1 6.m np q    По лемме 1.2 имеет место один 

из следующих случаев. 

(1)  2, 3, 3, 2.q p n m     

В этом случае 9.G A  Группа 9A  содержит 

подгруппу 8A  индекса 23 ,  группа 8A  содержит 

подгруппу 7A  индекса 32  в 8 ,A  группа 7A  со-

держит подгруппу 6A  индекса 7  в 7 .A  Однако 

6A  не имеет собственных подгрупп примарных 
индексов. Таким образом, в случае (1) 1 не явля-
ется  -субнормальной в G. 

(2) 2, 1q m   и 22 1
l

p    – простое число 
Ферма. 

Отметим, что 2.l   Группа 
22 1
lpA A


  со-

держит подгруппу 
22
lA  простого индекса p. Так 

как 2,l   то группа 
22
lA  должна содержать про-

стую неабелеву подгруппу 
22 1
lA


 индекса 22
l

 в 

22
lA  и 1  -sn 

22 1
.lA


 По лемме 1.1 получим, что 

22 1
l tq   или 22 1,

l tq   где q  – простое чис-

ло. Из леммы 1.2 следует, что 1t   и 22 1
l

q    – 

простое число Мерсенна. В частности, 2l  – про-
стое число. Так как 2,l   то это невозможно. 

(3)  2, 1p n   и 1mq p   – простое число 

Мерсенна. В частности, m  – простое число. 
В этом случае 

2
,mG A  3.m   В G имеется 

подгруппа 
2 1mA


 индекса 2 .m  Так как 3,m   то 

2 1mA


 – простая неабелева группа и 
2 1

,m qA A

  

где 7.q   Группа qA  содержит подгруппу 1qA   и 

1  -sn 1.qA   Поэтому 1 2
,lqA A   где 2 6.l   

Следовательно, 2 8l   и 3.l   Имеем, что 
2 1mq    и 1 2 .lq    Отсюда следует, что 

2 2 2m l   или  2 2 1 2.l m l    Так как 3,l   то 

случай (3) невозможен. 
Таким образом, если G – знакопеременная 

группа и 1  -sn G, то 5.G A  

(II) 2 (11).G PSL  

Из леммы 1.3 следует, что 1  -sn G. 
(III) 11.G M  

Группа 11M  содержит подгруппу 6A 2  ин-

декса 11. Следовательно, 1  -sn 6A 2.  Из 
пункта 1 леммы 1.1 следует, что это невозможно. 

(IV) 23.G M  

Подгруппой индекса 23 в 23M  является 22.M  

Следовательно, 1  -sn 22 ,M  поэтому 22M  

должна обладать собственной подгруппой при-
марного индекса, что невозможно по лемме 1.1. 

(V) 4 (2).G PSU  

Группа 4 (2)PSU  обладает максимальной 

параболической подгруппой 4
52 : A  индекса 33 .  
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По лемме 1.1 1  -sn 4
52 : .A  Таким образом, 

1  -sn 4 (2).PSU  

(VI) ( ),rG PSL q  где r  – простое число, 
nq s  и s  – простое число. 

Группа ( )rPSL q  содержит собственную под-

группу индекса ,mp  если ( 1) / ( 1) .r mq q p    

Пусть сначала 2r   и 2 ( ).G PSL q  Рас-

смотрим два случая. 
(1)  2 (2 ).nG SL  По лемме 1.1 2 1 ,n mp   

где p – нечетное простое число. По лемме 1.2 
имеет место одна из следующих возможностей. 

(a) 3, 3, 2p n m    и 3
2 (2 ).G SL  Группа 

2 (8)SL  имеет подгруппу 32 : 7  индекса 23 .  По-

этому 1  -sn 2 (8).SL  

( )b  2 1np    – простое число Ферма. По 

лемме 1.3 1  -sn G. 
(2) 2 ( ),nG PSL s  где s  – нечетное простое 

число. По лемме 1.1 1 2 .n ms    Из леммы 1.2 
следует, что 1n   и 2 1ms    – простое число 
Мерсенна. Группа 2 ( )PSL s  имеет подгруппу Бо-

реля  1
2: ss   индекса 2m  в 2 ( ).PSL s  Таким обра-

зом, 1  -sn G. 
Пусть 3.r   Параболическая подгруппа P  

группы G имеет разложение Леви ( ) ,sP O P LH  

где H – подгруппа Картана, 1( ).L A q  Если 

2,s   то 3 2(2) (7)G PSL PSL   и, очевидно, что 

1  -sn G. Если 3,s   то 3 (3)G SL  и 1  -sn 

G. Поэтому будем считать, что {2,3}s  и под-

группа P содержит единственный простой не-
абелев композиционный фактор, изоморфный 

2 ( ).PSL q  Из леммы 1.4 следует, что 1  -sn 

2 ( ).PSL q  Следовательно, 2 2( ) { (7),PSL q PSL  

2 (11),PSL  2 (8),PSL  2 ( ),PSL r  где 2 1mr    – 

простое число Мерсенна, 2 (2 ),nSL  где 2 1n p   – 

простое число Ферма, 2
2 2(5) (2 )}.PSL SL  

Каждому простому фактору соответствуют 
группы: 3 (7),PSL  3 (11),PSL  3 (8),PSL  3 ( ),PSL r  

где 2 1mr    – простое число Мерсенна, 

3 (2 ),nPSL  где 2 1n p   – простое число Ферма, 

3 (5).PSL  Из леммы 1.1 следует, что во всех слу-

чаях 3 2( 1) / ( 1) 1q q q q      – степень просто-

го числа. Рассмотрим все варианты. 
(a) 3 (7).G PSL  Тогда 27 7 1 57 3 19      – 

не степень простого числа. 
(b) 3(11).G PSL  Тогда 211 11 1 133 7 19      – 

не степень простого числа. 
(c) 3(8).G PSL  Тогда 28 8 1 73    – простое 

число. Группа 3 (8)PSL  содержит параболическую 

подгруппу 6
22 : (7 (8))PSL  индекса 73. Поэтому 

1  -sn 3 (8).PSL  

( )d  3 ( ),G PSL r  где 2 1mr    – простое 

число Мерсенна и 2 1r r   степень простого 
числа. Отметим, что m  – простое число. Если 

2,m   то 3 (3)G PSL  и 1  -sn G. Поэтому 

будем считать, что m  – нечетное простое число. 
Имеем  

2 2 21 (2 1) 2 1 1 2 2 1.m m m mr r           

Покажем методом математической индук-
ции, что числа вида 22 2 1,u u   где u  – нечет-
ное число, делятся на 3. Если 3,u   то 

2 3 32 2 1 3 19      делится на 3. Пусть 22 2 1u u   
делится на 3. Тогда 

2( 2) 2 2

2

2 2 1 16 2 4 2 1

16 2 16 2 12 2 16 15

u u u u

u u u

        

        
2

2

16(2 2 1) 12 2 15

16(2 2 1) 3(4 2 5)

u u u

u u u

      

     
 

делится на 3. 
Следовательно, 22 2 1 3 .m m k    Отсюда 

следует, что 2 (2 1) 1 3m m k    или 2 3 1,m kr    

где 3.m   Имеет место равенство:  
1 2 1 0

1 2 1 0

3 1 (3 1)(3 3 3 3 )

2(3 3 3 3 ).

k k k

k k

 

 

       

    




 

Если k  нечетное число, то 1 2 1 03 3 3 3k k      
также нечетное число. Так как 3,m   то это не-

возможно. Таким образом, 2 .k l  Поэтому  

2 (3 1)(3 1).m l lr     
Очевидно, что (3 1,3 1) 2.l l    Значит одно из 

чисел 3 1l   или 3 1l   является степенью числа 2. 

Пусть 3 1 2l f   или 3 2 1.l f   По лемме 
1.2 или 3, 2,f l   или 1.l f   В первом слу-

чае 2 2 42 (3 1)(3 1) 2 5.m r       Так как m  – 

простое число, то это невозможно. Во втором 
случае 32 (3 1)(3 1) 2 ,m r      что невозможно. 

Пусть 3 1 2 .l f   По лемме 1.2 1.l   По-

этому 32 (3 1)(3 1) 2 ,m r      что невозможно. 

( )e  2
3 (2 ),

k

G PSL  где 22 1
k

p   – простое 

число Ферма и 
12 22 2 1

k k

   – степень простого 
числа. При 0k   группа 3 2(2) (7)G PSL PSL   

и 1  -sn G. Поэтому будем считать, что 1.k    
Покажем методом математической индук-

ции, что 
12 22 2 1

k k

   делится на 3. При 1k   

получим 
2 12 22 2 1 21    делится на 3. Пусть 

12 22 2 1
k k

   делится на 3. Имеем 
2 1 2 1

1 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 1 2 2 2 2 1

(2 2 1) 2 2

k k k k k k

k k k k

   

 

       

     
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1

1

1

2 2 2 4 2

2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

(2 2 1) (2 ) 2

(2 2 1) 2 (2 1)((2 ) 2 1)

(2 2 1)(1 2 (2 1)).

k k k k

k k k k k k

k k k k







     

       

    

 

Следовательно, по индукции 
2 12 22 2 1

k k 

   де-
лится на 3.  

Таким образом, 
12 22 2 1 3 .

k k m

    Отсюда по-

лучим, что 2 2( )2 2 1 1 3
k k m    или 22 1 3 .

k mp    

Значит 22 3 1,
k mp    где 1k   и 5.p   

Если m  – нечетное число, то  
1 2 1 0

1 2 1 0

3 1 (3 1)(3 3 3 3 )

2(3 3 3 3 ),

m m m

m m

 

 

      

   
 

где 1 2 1 03 3 3 3m m      – нечетное число. Так 
как 1,k   то это невозможно. Следовательно, 

2m l  и 22 (3 1)(3 1).
k l lp     Поскольку 

(3 1,3 1) 2,l l    то одно из чисел 3 1l   или 

3 1l   – степень числа 2. 

Пусть 3 1 2l f   или 3 2 1.l f   По лемме 
1.2 или 2,l   3,f   или 1.l f   В первом слу-

чае 
22 2 2 22 (3 1)(3 1) 2 5.

k

p       Поэтому 2k   

и 3 (16).G PSL  Однако 216 16 1 3 7 13      не 

степень простого числа. Во втором случае 
2 1 1 32 (3 1)(3 1) 2 ,

k

p      что невозможно. 

Пусть 3 1 2 .l f   По лемме 1.2 1l   и 
2 1 1 32 (3 1)(3 1) 2 ,

k

p      что невозможно. 

( )f  3 (5).G PSL  По лемме 1.3 1  -sn G. 

Таким образом, 5.r   В этом случае пара-
болическая подгруппа P  группы G имеет 

разложение Леви ( )sP O P LH  и подгруппа P  
содержит единственный простой неабелев ком-
позиционный фактор, изоморфный 1( ).rPSL q  

Поскольку 1r   не является простым числом, то 
случай 5r   невозможен.                                       
 

ЛИТЕРАТУРА 
 1. Васильев, А.Ф. О конечных группах 
сверхразрешимого типа / А.Ф. Васильев, Т.И. Ва-
сильева, В.Н. Тютянов // Сиб. мат. журнал. – 2010. – 
Т. 51, № 6. – С. 1270–1281. 

2. Казарин, Л.С. О группах с факторизацией / 
Л.С. Казарин // Докл. АН СССР. – 1981. – Т. 256, 
№ 1. – С. 26–29. 

3. Васильев, А.Ф. О конечных группах, 
близких к сверхразрешимым группам / А.Ф. Ва-
сильев, Т.И. Васильева, В.Н. Тютянов // Пробле-
мы физики, математики и техники. – 2010. – 
№ 2 (3). – С. 21–27. 
 4. Тютянов, В.Н. Факторизации конечных 
групп r-разрешимыми подгруппами с заданными 
вложениями / В.Н. Тютянов, В.Н. Княгина // Укр. 
матем. журнал. – 2014. – Т. 66, № 10. – С. 1431–
1435. 
 5. Gorenstein, D. Finite Groups / D. Goren-
stein. – New York: Harper and Row, 1968. – 519 p.  

6. Atlas of finite groups / J.H. Conway [et. al.]. – 
Oxford: Clarendon Press, 1985. – 252 p. 

7. Guralnick, R.M. Subgroups of prime power 
index in a simple group / R.M. Guralnick // J. Alge-
bra. – 1983. – Vol. 81. – P. 304–311. 
 

Поступила в редакцию 04.07.19. 
 

 

РЕПОЗИТОРИЙ ГГ
У И

МЕНИ Ф
.С

КО
РИНЫ




