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(Представлено академиком Н. Н. Красовским 11 VII 1972)

Статья посвящена установлению связи между исходной задачей мате­
матического программирования и задачей со штрафом, при этом основной 
упор делается на развитие оценочного подхода к данной проблеме. Полу­
ченные результаты примыкают в работе (4).

1. Пусть Е — линейное топологическое пространство. Рассмотрим зада­
чу нахождения

min{/0(x): х^МПС}, (1,1)

где М = {х: /Дж) С 0, / = 1,2,..., q}, fj(x) — определенные на Е непре­
рывные выпуклые функционалы, / = 0, 1,. . . , q, С — телесное выпуклое- 
множество из Е. Будем предполагать:

а) задача (1,1) разрешима и х — одна из ее оптимальных точек;
б) для (1,1) выполнено следующее условие регулярности (аналог усло­

вия С1 из (2)):
Эж° е С° Л М: fj^x0) < 0 для нелинейных /Дж), j = 1, 2,. . . , q. (1,2) 

Здесь С° — внутренность множества С.
Обозначим через Е’ сопряженное к Е пространство, через 5/3(у) — мно­

жество опорных функционалов к /Дж) в точке у, т. е. <3/Др) 33 {ее#*: 
/Дж) — /Др) > (е, ж — у) Vж е Е}, j = 0,1,..., ?; через дСу — множество 
опорных функционалов к С в точке у, т. е. дСу = {е е Е": (е, х — у) 0> 
Vx^E}.

Перечисленных выше условий достаточно (3) для существования таких 
<= У/Дх), / = 0, 1,. . ., q, ё е= дСх, и чисел Х3 =^0, / = 1, 2, .. . , q, что

= —ё, ХДДж) = 0, / = 1,2,...,д. (1,3);
7=1

Построим функционал

+ (ж, г) = /о(ж) + Ф (ж, г),

где Ф (ж, г) =<р[г(ж, г)], г(ж,г) = (зДж, г),..., zq(x, г)), гДж, г) =п/3+(ж)г. 
/Д (ж) = шах {0, /Дж)}, г = (гд,..., г9) >0. Будем считать, что cp(z) — вы­
пуклая функция, определенная для неотрицательных точек z е Rq и удов­
летворяющая условиям

<р(0) = 0, inf -’Ip- = v > 0. (1,4)'
ll*[|=i °z

Рассмотрим задачу: найти
inf F (х, г). (1,5)

«ес
Теорема 1.1. В сформулированных выше условиях

1) при rj + | Tj |, / = 1,..., задача (1,5) разрешима, причем:

имеет место равенство

m = m(r),
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где т и m(r) — оптимальные значения задач (1,1) и (1,5) соответственно, 
Л, — из (1,3), v — из (1,4);

2) при / = 1, 2,... , q, оптимальные множества задач
V

(1,1) и (1,5) совпадают.
Доказательство теоремы основано на использовании соотноше­

ний (1,3) и свойств производной по направлению выпуклой функции 
(см. (4)).

Заметим, что условиям теоремы 1.1 удовлетворяют, к примеру, такие 
широко применяемые в методе штрафных функций функционалы, как

а
ф1 (ж, с) = 3 rifi 00, ф2 (*, г) = юах rifi (х)-

7=1 зе1,...л

Подчеркнем также существенность условия для совпадения
V

оптимальных значений задач (1,1) и (1,5).
Предположим, что = <p(z), определенная для z = (z,, ... ,zq) >0, яв­

ляется равномерно выпуклой функцией от z, т. е. существует такая моно­
тонно возрастающая функция б(т), т 0, 6(0) =0, что справедливо соот­
ношение

<Р < -L [ф (Z1) + <р (z2)J - 6 (|| Zi - z21|) (1,6)

для любых Zi > 0, z2 Э5 0. Пусть, кроме того, 6(т) непрерывна в области 
•определения и

<p(z) 3=0 для всех z > 0, <р(0) =0. (1,7)

Теорема 1.2. Если в задаче (1,5) функция <p(z) равномерно выпук­
ла и удовлетворяет (1,7), то для произвольного 0<о< 1 существует та­
кое 7?>0, что задача (1,5) разрешима и

m----- у m (г) ™
г° 

при го > R, где r0 = min щ, X,-, / = 1, 2,. .. , q, — из (1,3).

= min <р (z) > 0.
II 2 || =1
Следствие 1.1. lim m(r) = ш.

Пусть cp(z) является сильно выпуклой функцией от z, т. е. в (1,6) 
6 (т) = ут2, у > 0.

Теорема 1.3. Если функция <p(z) из задачи (1,5) сильно выпукла, 
то для любого г>0 задача (1,5) разрешима и

, ч
™ 2 -V m (с) «s™,

7=1 ri
где / = 1, 2,. . ., q, — из (1,3).

В дальнейшем условие (1,2) не предполагается. Введем в рассмотре­
ние задачу нахождения

min {/„(х): /Дх) < е}, j = 1, 2,. .., q, х е С}, (1,8)

> 0. Предположим, что М П С° = Ф и выполнено следующее условие: 
если разрешима задача (1,1), то разрешима и задача (1,8) для достаточно
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малых 6j, причем
те—>т при maxej—, О,

i

где т!: — оптимальное значение задачи (1,8) (условие (*) в (5)).
Теорема 1.4. Пусть выполнено условие (*) и функция cp(z) в зада­

че (1,5) удовлетворяет (1,4).
Тогда задача (1,5) разрешима, причем

lim m(r) = m.
min г —>oo 

i J
Аналогичное утверждение справедливо и для случая, когда в задаче- 

(1,5) <p(z) = tp(zb ... , zq) —выпуклая функция, определенная и непре­
рывная на множестве z Эг О, такая, что

<р (0) = 0, . о дЛЯ тех д дЛя которых Z;^>0. (1,9)>
°zi

Заметим, что требованиям (1,9) удовлетворяет штрафная функция

4 к
Ф(я,г) = 2 riU (*), &>1.

3=1
2. Рассмотрим задачу: найти

1шп{/0(ж): х^М], (2,1)

где М записывается по аналогии с (1,1). Будем полагать, что функциона­
лы /Дж) определены и слабо полунепрерывны снизу в рефлексивном бана­
ховом пространстве В, / = 0, 1,..., q.

Рассматриваемый ниже подход примыкает к (6, ’). Пусть х — точка ло­
кального минимума задачи (2,1), т. е. существует такое число 60 > 0, что 
m = /0(ж) /Дж) для всех х е М П S, где S = S(x, 60) = {ж: ||ж — ж|| б0}.
Предположим, что /Дж) =0, j — 1, 2,. .. , i, t q.

Наряду с (2,1) введем в рассмотрение задачу нахождения

min (А (ж, г) = /0(ж) + Т(ж, г)}, (2,2)
xes

где функционал Т (ж, г) определен на 5 (г = (п,..., п) — вектор-параметр, 
г > 0) и удовлетворяет условиям:

а) Ч' (ж, г) слабо полунепрерывен снизу по ж при любом г;
б) Чг (ж, г) Зг 0 для любых ж, г;
в) lim Чт (ж, г) = 0 для ж е Tf;

min г-*со
г) 'У (ж, г) —оо при min г3 °° для ж е 5 \ М, не убывая.

з 
Теорема 2.1. В сформулированных выше условиях
1) существует по крайней мере одно решение хг задачи (2,2);
2) ж* е М, где х" — произвольный слабый предел последовательность 

{ж J, М = {ж: ж е М П S, (ж) = пг};
3) /о(жг) m при т1пг,-^-°°;

4) Чг (жг, г) 0 при min г} °°.

Теорема 2.1 показывает принципиальную возможность рассмотрение 
вспомогательных задач минимизации с разрывным штрафным функцио 
налом.

Пусть fj(x) дифференцируемы по Фреше на S, j = 0,1,..., q. Зафикси 
руем точку р e=iS и от (2,1) перейдем к задаче линейного программирова 
ния /Др): найти

тт[/0(р)(ж — Р) + /о(р)1
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T (ж, r) =

при
/Ар)А — р') + tj(рХо, 7 = 1,2,...,/.

Будем говорить, что в точке р выполнено условие (А), если разрешима 
задача L(p).

При предположении о выполнимости в точке р условия (А) справедли­
во разложение

t
fo(P) = ^Uj(p)f'}(p) (2,3)

1=1

для некоторых п3(р) СО, / = 1, 2,..., t. Оно вытекает из теоремы двойст­
венности для задач линейного программирования.

Рассмотрим задачу: найти

min {^(ж,г) = /0(ж) + Т(ж,г)}, (2,4)
xeS(i, 8)

где
О, если жцМп5,

(
602 Tj, если хе5\М,

2=1

О < 6 Е б».
Очевидно, что задача (2,4) для бе (0, б0] удовлетворяет условиям тео­

ремы 2.1. Более того, имеет место
Теорема 2.2. Пусть функционалы fj(x), j = 0,1,..., t, имеют равно­

мерно непрерывные производные Фреше на S и в точке х выполнено усло­
вие (Л).

Тогда существует такое 5, 0 < 5 < б0. что при | и}(х) 1|]//(ж) ||, 
7 = 1,2,...,!,

min F (ж, г) = m.
х t— S (x»5)

Заметим, что, хотя некоторые из приведенных выше теорем содержат 
конструктивно непроверяемые условия, тем не менее они дают достаточно 
четкое представление о качественной стороне связей между исходной зада­
чей и задачей со штрафом.
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