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П. ТАММЕЛА

К ТЕОРИИ ПРИВЕДЕНИЯ ПОЛОЖИТЕЛЬНЫХ КВАДРАТИЧНЫХ 
ФОРМ

(Представлено академиком Ю. В. Линником 26 VI 1972)

1. ОбластьприведенияЭрмита— Минковского дляп^б. 
Пусть f = 2 i, j = 1,..., re,— положительно определенная квадра-
тинная форма с вещественными коэффициентами ац, а^ = ац. Говорят, что 
форма / приведена по Минковскому, если для любого набора целых чисел 
Zi,.. .. Zn из условия о.н.д. (Z,,..., Zn) =1 следует, что

Z„) > ai4. (1)
В N = Ч2п(п + 1)-мерном пространстве коэффициентов {alt,.. ., апп, 

а12,. ■. , an-i, „} область приведения Минковского есть выпуклый гоноэдр 
оконечным числом граней (1_3). Минковский (5~7) сформулировал ряд 
утверждений, позволяющих вычислять гоноэдр приведения для п 6. 
Однако доказательство этих предложений было опубликовано им лишь 
для ге 4 (*,5). Случай п =5 был недавно доказан С. С. Рышковым (8). 
Мы доказываем утверждение Минковского в полном объеме.

Теорема 1. Пусть п 6. Для того чтобы форма f была приведена по 
Минковскому, необходимо и достаточно, чтобы она удовлетворяла усло­
виям

ац < ai+1, i+1, i — 1,..., п — 1, (2)
и условиям

/(Zi,..., Zn) Яы, (3)
где k = 1, .. ., п, а значения I, берутся из табл. 1.

Таблица 1

‘к Нт /с1 +^п +'*ш ±^v

1 1
1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 2
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 2
1 1 1 1 2 2
1 1 1 1 2 3

Здесь (к,.. ., &(п_1>) пробегают все перестановки индексов (1,..., ге). При 
этом из таблицы берутся лишь строки, не превосходящие по длине п, 
причем пустые места заполняются нулями.

Доказательство. Достаточно доказать, что из неравенств (2) и 
(3) следуют все неравенства (1). Не нарушая общности, можно считать, 
что I, 0 для всех i = 1,..., п, ибо иначе форму f можно заменить на 
форму fi = f(±Xt,..., ±хп~), где знаки выбраны так, чтобы /i(|Zi|,... 
.. ., |Zn|) = / (Zi,..., Z„). Теорема доказывается при помощи следующего 
предложения. >
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Лемма 1. Пусть п^б. Пусть f удовлетворяет условиям (3). Пусть 
целый вектор I = (h, .... Z„), 0, i = 1,. .., п, отличен от векторов
табл. 1.

Тогда существует целый вектор V = (Z/,. . ., Z/) с условиями: 1) О <
U < If, i = 1, . . ., п; 2) U > О, если Z, > О, i = 1,..., п; 3) Z/ + ... + ?/ < 

<Z1 + ... + Zn;4)/(Z')^/(Z).
Доказательство. Не нарушая общности, мы предполагаем, что 

для I = (Z,, ..., Z„) выполняются условия Zi < Z2 С ... 1п. Ибо иначе мы
можем форму / заменить на форму f = f(xkt,. . ., xhn) так, чтобы lkl^ . . . 
. .. lk„. Доказав же лемму 1 для формы f, мы ее докажем тем самым 

и для формы /.
Обозначим через вектор, у которого Z-я координата равна 1, а все 

остальные равны 0, i = 1, .. . , п; если Z, /,..., к суть индексы (возможно, 
совпадающие) из набора (1,. .. , п}, то полагаем ei: + ... + ек.
Вектор Г строится одним из следующих способов:

1) если 1п_и > 1 п 2ln^k 2 при к = 0, 1, 2, то I' = I — еп-л...., п,
1=1

п-4 п-4
2) если ^г_з^> 1,2Zn_3 > 2 к И К-3 + ^п-2 4* К-1 2 Т0 “

1=1 1=1
== I ^п-3,п-2,п-1,п?

П—4 п-4
3) если Zn_3>l, 2Zn_3> 2 к и k-з + С — k-i> S к, т0 I' = I —

1=1 1=1
----  ^П-3,П-2,П~1,П,ПУ

п-5 п-5
4) если 1п^ >1, 2ln_i > 2 к, к-t + к — кл > 3 к и к-4 + к-з 4

1=1 1=1
п-5

4~ ^п-2 2 ^1 4“ ^п-1> ТО I = I ^п-4,п-5,п-2,п-1,п,п7
1=1

5) если li > 1, Z! 4- Z5 + Z6 >■ Z2+ Z3 + Z4 и Zt + Z2 4- Z3 + Z5 > Z4 4- Z6, m I' -
~l 2, 3, 4, 5, 5, 6, 6.

Лемма доказана.
Можно показать, что все условия теоремы 1, определяемые последне 

строкой табл. 1, кроме / (3, а2,..., а6) > а», где к = 6, если | ос61 =1 
к = 5, если | сс61 =2, являются следствиями других неравенств.

2. Ненормальность разбиения конуса положител! 
ноет и на точные области приведения Эрмита — М и 1 
ковского. Точная область выделяется из области приведения Минко 
ского неравенствами щ i+1 5= 0, i = 1,. .. , п — 1.

Теорема 2. Для п 3 разбиение конуса положительности квадрати 
ных форм на области, эквивалентные точной области приведения Минко 
ского, не является нормальным.

В частности, по грани alt = а22 с исходной точной областью соприкас 
ются две области, получаемые из нее преобразованиями

fSo о

V о тп-з
S2 ■?_5 (Л 

о тп_2 / ’
где 1п-2 — единичные матрицы размера (и — 2) X (ге — 2).

Таким образом, точная область приведения Минковского не являет 
областью Венкова Уф (4) для 3 ни для одной положительной квад]: 
тичной формы ф.

3. Эквивалентность приведенных форм. Говорят, в 
форма f приведена по Эрмиту (6), если при 6 ->• 4-°° функция h(f, б) 
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= ац6"-1 + a226n~2 + . . . + апп наименьшая среди функций, определенных 
таким же образом среди всех форм, эквивалентных форме /. Из результа­
тов Рышкова (8) и теоремы 1 следует, что для п 6 область приведения 
Эрмита совпадает с областью приведения Минковского. Отсюда выводится 
следующее предложение.

Лемма 2. Пусть / — норма от п^ 6 переменных — приведена по Мин­
ковскому. Для того чтобы целочисленная унимодулярная матрица S пре­
образовала f в форму, приведенную по Минковскому, необходимо и доста­
точно, чтобы для любого I

.... ац, i 1,.. ., п.

Лемма 3. Пусть / — форма от п 6 переменных — приведена по Мин­
ковскому.

Тогда совокупность решений уравнения

• • * ? Q п.у,, (4)
для которых lk 0, либо-. 1) содержится в табл. 2, где индексы (i,. . ., i(n_1>) 
пробегают все возможные перестановки от (1,..., п); при этом из табл. 2 
берутся лишь строки по длине п, а пустые места заполняются нулями; 
либо 2) только в случае к = 6- имеют вид (liZi, е2, е3, е4, е5, 2е6), где целое 
число 4, а 6; = ±1.

Таблица 2

±li ±(г! ±грп +riv

1
1 1
1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 2
1 1 1 1 1
1 1 1 1 2
1 1 1 2 2
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 2
1 1 1 1 1 3
1 1 1 1 2 2
1 1 1 1 2 3
1 1 1 2 2 2
1 1 1 2 2 3
1 1 1 2 2 4
1 1 2 2 2 3

Эта лемма доказывается аналогично теореме 1.
Пусть / — форма от и 6 переменных приведена по Минковскому. 

Пусть mk(f) — совокупность решений (4) в целых I = (lh ... ,1Д, взятых 
из табл. 2. Тогда из леммы 2 выводится следующее утверждение.

Теорема 3. Пусть f — форма от n^Z 6 переменных, приведенная по 
Минковскому. Для того чтобы целочисленная унимодулярная матрица 
S = (s«) преобразовала форму f в форму, приведенную по Минковскому, 
необходимо и достаточно, чтобы для всех к

■ • • , ■
На основании теоремы 3 строится следующий алгорифм нахождения 

всех целочисленных унимодулярных матриц S, переводящих заданную 
форму / от и 6 переменных, приведенную по Минковскому, в приведен­
ную же форму. Находят все множества w(/) и составляют все такие цело­
численные унимодулярные матрицы = (s^ ), что

(stt ,..., Лп) G m-k (/)•
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При помощи таких матриц можно строить и общий алгорифм приведе­
ния положительных квадратичных форм, аналогичный алгорифму, опи­
санному в статье (®).

4. Область Дирихле для положительно определенной 
квадратичной формы для и <6. Пусть/ —положительно опреде­
ленная квадратичная форма. Пусть £>(/) — область Дирихле квадратичной 
формы /, т. е. множество точек х с условием: f(x) f(x — I) для всех це­
лых векторов I = (Zt,..., Zn).

Теорема 4. Пусть форма / приведена по Минковскому (п^ 6).
Тогда в определении области Дирихле D(f) можно ограничиться лишь 

теми неравенствами, в которых точки I = (Z±,..., Zn) берутся из табл. 2 и 
табл. 3.

Таблица 3

±'i ±Ln i'.IV ±гЛ

1 1 1 2 3
1 1 1 2 3 3
1 1 1 2 3 4
1 1 2 2 3 4
1 2 2 2 3 3

пробегают все возможные перестановки отеде индексы (Z, . .. , in_1)
(1,..., п); при этом из табл. 3 берутся лишь строки по длине п, причем 

пустые места заполняются нулями.
Эта теорема доказывается аналогично теореме 1.
Почти все результаты пи. 1—4 верны в случае и^би для области при-

п

ведения Венкова Vv (4), где ср = 2 xt’ Эта область определяется условия- 
i==l

ми (3) теоремы 1.
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