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1. Пусть через каждую точку М открытой области D дифференцируе­
мого многообразия Х„г проходит одна и только одна поверхность каждого 
из п + 1 семейств Д (п — 1)г-мерпых поверхностен Vt, £ = 0, 1, ...,га, 
причем в пределах области D поверхности одного семейства не пересека­
ются, а поверхности п разных семейств имеют не более одной общей точ­
ки. В таком случае будем говорить, что семейства Si образуют 
в области D (и + 1)-ткань 2R. Случай га = 2 изучался в работах 
(\ 2); п = 2, г = 2 —в (3); г = 1, га>2-в (4"7); г = 1, п = 2, 3 - в (8).

В настоящей работе впервые строится локальная теория (га + 1)-тканей 
{п — 1)г-поверхностей на многообразии Хпг для любых г и п > 2.

2. Семейства Д поверхностей Д определим вполне интегрируемыми 
системами пфаффовых уравнений со* = 0, 5 = 0, 1,..., га; i = 1,..., г.

z.
Условия полной интегрируемости каждой из этих систем запишем в 

виде
doo = <')■'Д со;. (1)'
1.^1,

Форм со‘ всего (га + 1)г; независимых среди них на Х„г должно быть гаг. 
г.

Поэтому формы сог связаны г зависимостями, которые можно привести к 
г.

ВИДУ

3^ = 0. (2).

Из (1) и (2) получаем

йсог = Д со; + 2 аДДДо/, аД = 1,...,га, (3).
а а а;3 а 3

Причем СО; = СО;, Ojk = Д;.
О а,8 (За

За счет преобразования форм со/ можно добиться того, что

2 = 0. (4)
а.З а‘3

Внешнее дифференцирование уравнений (3) и разрешение полученных 
кубичных уравнений с учетом (4) дает

VI л Л II г I < I i
^jk == Ч- ==

a(3 a(3 a(3 a£ a|3

VI i „ i i i m i i гп\ I /r\
— / I ( ® jkl '' &mk 4“ ^jm , (5/?

Y a3v a|3 ya a(3 (3y y

t/СО; — CO; Д Col = 2 Ojkl^ Д ® + 2 Д (.6)
a a a a (a>3) a3 a 3
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причем

а}ы = "да = a}ki — яцк, луки] — 0, d[jfe]z + ацк — 0-
a vaa a|3 ya3 Pva a a3 a

3. Установим геометрический смысл форм со/. Для точки М е Хпг

dM = ЗсоЧ1- (?)

Если уравнение (7) продифференцировать внешним образом, развер­
нуть полученные квадратичные уравнения по линейно независимым фор­
мам м' и положить в полученных уравнениях со1 = 0, то будем иметь 

a a
6eaj = co/(6)eai. Это значит, что формы со/ при фиксированной точке М 
определяют согласованные инфинитезимальные перемещения п групп 
векторов eaj касательного пространства Тпг многообразия Хпг.

4. Уравнения (5) показывают, что совокупность величин { а&} при 
а,3 

любых а, р образует тензор. Из уравнений (3) и (6) вытекает, что на мно­
гообразии Хпг формы

> 1 
п

/и} 0 ... О'
0 со} ... 0

\ 0 0 ... со/

I, J = 1, . .. ,пг,

определяют аффинную связность (9), тензоры кручения и кривизны кото­
рой строятся с помощью величин a}k и a}ki- Будем называть тензоры 

аЗ a3Y

ajk и а}ы тепзорамп кручения и кривизны (га + 1) - т к а н ей. 
лЗ аЗ

Из (5) и (6) видно, что при га > 2 тензор кривизны ЭД выражается че­
рез пфаффовы производные тензора крученпя аX и сам этот тензор, что 

'J. 3 
отличает случай га > 2 от случая га = 2.

Поверхности I/ обладают, вообще говоря, отличными от нуля круче­
нием и кривизной, причем тензоры крученпя и кривизны V/ являются 
подтензорамтт тензоров кручения и кривизны всей (га + 1)-ткани ЭД.

Уравнения геодезических линий на Хпг распадаются на га групп: 
/си + со со/ = срой. Они показывают, что каждая из поверхностей явля- 

a a a
ется вполне геодезической поверхностью на Хпг.

5. Укажем геометрический смысл обращения в нуль и равенства меж­
ду собой подтензоров тензора кручения (га+1)-ткани ЭД.

1°) Ткань ЭД назовем п а р а л л е л и з у е м о п, если ее можпо отобразить 
па га + 1 семейств параллельных (га — 1)г-плоскостей аффинного простран­
ства Апг. Необходимое и достаточное условие параллелизуемости ЭД — об­
ращение в пуль ее тензора кручения: ajk' = 0.

аЗ
Параллелизуемость ЭД влечет параллелизуемость любой ее (к + ^-под­

ткани (&<га), высекаемой на пересечении каких-нибудь п — к поверхно­
стей ткани остальными к + 1 ее поверхностями. Если три (из га + 1) га-под- 
тканей ЭД параллелизуемы, то и вся (га + 1)-ткань ЭД параллелпзуема. Бо­
лее общее утверждение: любые п — к + 2 поверхности ткани дают Сп—к+г 
(к + 1)-подтканей; если все эти (к + 1) -подткани параллелизуемы, то и 
вся (га + -ткань ЭД параллелизуема.

2°) Каждое из равенств а/уц = 0 или а/д.] /- — 0 необхо-
a3 аЗ 3y Ya

димо и достаточно для того, чтобы три-ткань [а, 0] (со1 = 0, 7 У= а, р)

пли [а, р, 7] (со1 = ы‘ = 0, б а, р, у) была паратактической (так в (2) 
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названа три-ткань с нулевым тензором кручения). В частности, при г = 1 
любая из Сп+1 таких три-тканей будет паратактической. Далее отсюда вы­
текает, что для 4-ткани [а, р, у, 0] (со’ = 0, б =/= а, р, у) паратактичность 

з
любых трех ее три-тканей влечет паратактичность четвертой.

3°) 4-ткань [а, р, у, 0] имеет три диагональных распределения 
(2г)-плоскостей со’ + со’= 0, е = а, р, у. Условием голономности такого 

0 г
распределения является выполнение равенств

= cijk, s, X, р = ос, Р, у, в =/= X =Д р. (8)

В случае, если на 4-ткани [а, р, у, 0] все три диагональные распределения 
голономны, то ajk' = а,к = = 0, т. е. 4-ткань параллелизуема. Голоном-

а(3 Зт Ya
ность двух диагональных распределений и паратактичность любой из 4 три­
тканей 4-ткани [а, р, у, 0] влечет голономность третьего диагонального 
распределения. Голономность всех диагональных распределений па каждой 
из Сп3 4-тканей [а, р, "f, 0] — необходимое и достаточное условие паралле­
лизуемости Ж. Условие голономности диагонального распределения 
со’ + со' = 0 4-ткапи [а, р, 7, б], X, р = а, р, Y, б, X р, имеет вид
X р,

a'jk &jk ~ &jk ^т27 И ^т27

JJ-v у,а Х\> Хе
h

4°) Система сТV со1 = 0, Л <) га, определяет диагональное распреде- 
0 sti %

ление (га - 1)г-плоскостей, определяемых векторами eas, и ет/!-— e5(i, i^s, 
=£■ б(, б( фиксировано. Условия голономности такого распределения (бу­

дем обозначать его {cti,. . . , ал}) суть

(Ljk — ttjk-
«Л

(9)

Из (8) и (9) вытекает, что голономность диагонального распределения 
со’ + со’ = 0 (а фиксировано) необходимо и достаточно для голономности 

( a

одного из диагональных распределений любой из 4-тканей
[a, р, Y, 0]. Очевидно, что голономность распределения {а,..., ак} 
влечет голономность распределения {ab . . ., af,} на (п — к + 1)- 
подткани со’= 0, t = h + 1,... ,h + к(^п). Если распределения 

7t

{а} и {р} голопомпы и три-ткань [а, р, 0] паратактична, то распре­
деление со’ + со’ = 0 тоже голономно. Если распределения {а}, {р}, {4} ro­

ut ,з
лономны, то распределение со’ + со’ + <о! = 0 голономно, любая 4-ткань 

a 3 Т
[а. р, у, е] параллелизуема. Если распределения {ai}, . . . , {ал}, 2 < h < п, 

п

голономны, то распределение 2 ®г = 9 также голономно.
8=1 %

Если 72—1 распределений {а}, а а, голономны, то (га+1)-ткань Ж 
параллелизуема.

6. Будем называть (га + 1) -ткань 9)1 шестиугольной, если шести­
угольны все ее Сп+i три-тканей [£, р, £]. Тензоры кривизны (см. (2)) 
b}kl, Цы, b]ki, b}kl три-тканей [a, p, у], [a, p, 0], [p, 7, 0], [v, a, 0]
“3v apo 3y0 vao

удовлетворяют равенству
bljki) = b\jki) + b\jkV} 4- b\ikr}.

a$Y a^O 0YO Yao
(10)
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Из равенства (10) вытекает обобщенная теорема Дюбурдье (8): если Сп2 
три-тканей [|, р, £], где £ фиксировано, шестиугольны, то и остальные С„3 
три-тканей [£, р, ср], ср =# £, а значит, и («+1)-ткань ЗЯ, будут шести­
угольными.

7. Из (7) вытекает, что векторы eai касаются г-поверхности П V 
а^а

На таких r-поверхностях будем считать соответствующими линии, касаю­
щиеся векторов с одинаковыми координатами. Эти линии высекаются на 
этих r-поверхностях поверхностями со* = 0. Они определяются уравнения­

ми со1 = 0, сог = dt, а касательные векторы к ним А = ^*eai. Если одна 
а а

из этих линий геодезическая, то геодезическими будут и остальные п — 1 
линий. «-Вектор назовем трансверсально-геодези­
ческим. Рассмотрим «-поверхность V, огибающую трансверсально-гео­
дезические «-векторы [^t, ...,?„]. Ее уравнения <У = £'0а. Поверхности а
высекают на V (ге+ '1)-ткань из (« — 1)-мерпых поверхностей. Для нее 
имеем

= 0а Д 0 + 2 а 0“ А А 3« = 0.
(а,[3)аЗ

Условия интегрируемости для V дадут
dt + А4 = 0В\ (И)

(12)
а;3 а£

Равенства (11) означают, что как сама «-поверхность V, так и пересе­
чение ее с поверхностями V\ будут вполне геодезическими поверхностями. 
Такую поверхность V назовем трансверсально-геодезической. 
Равенства (12) означают, что векторы будут собственными для тепзора 
кручения ad (то же будет для его ковариантных производных).

< 7. '■>
Ткань ЗЯ назовем трансверсально-геодезической. если лю­

бые п соответствующих направлений ее. выходящие из точки ЛеА'.,.. оп­
ределяют трансверсально-геодезическую «-поверхность Г. Условия транс­
версальной геодезичности ЗЯ имеют вид

a(ik'> = (13)at3 а,3
2 ггде dk = —-г-г- d(ik). Из (13) легко получить, что равенства = 0 необ­

ар г “Г 1 ар ар
ходимы и достаточны для трансверсальной геодезичности ЗЯ и параллели­
зуемости всех («-г 1) -тканей, высекаемых поверхностями ТА ткани ЗЯ на 
трансверсально-геодезических «-поверхностях V. Таким образом, паралле­
лизуемость («+ 1)-тканей на всех трансверсально-геодезических «-поверх­
ностях V трансверсально-геодезической (« + 1)-ткани ЗЯ не влечет парал­
лелизуемости ЗЯ. Последняя получится, если дополнительно потребовать 
паратактичности всех три-тканей [ос, р, 0].

Аналогично можно доказать, что для того, чтобы трансверсально-геоде­
зическая (« + 1)-ткань ЗЯ была шестиугольной, необходимо и достаточно, 
чтобы для нее все «-мерные («+1)-ткани, принадлежащие ее трансвер­
сально-геодезическим «-поверхностям V, были шестиугольными.
Московский институт стали Поступило
и сплавов 22 VIII 1972
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