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(Представлено академиком Л. Ю. Ишлинским 11 VII 1972)

Смешанные задачи теории упругости и математической физики, как 
правило, сводятся к исследованию либо парных интегральных уравнений, 
либо парных рядов — уравнений. В данной заметке изложен метод сведе­
ния широкого класса парных уравнений, часто встречаемых при изучении 
конкретных смешанных задач, к бесконечным алгебраическим системам. 
Метод может быть использован при решении смешанных задач для неог­
раниченных областей (полоса, слой, цилиндр, клин и т. д.) и для областей 
конечных размеров, очерченных плоскими, цилиндрическими и сфериче­
скими поверхностями (прямоугольная область, круглая плита, цилиндр 
конечной длины, шар и т. д.). Метод базируется на ранее развитом в ра­
ботах В. А. Бабешко (*) и автора (2) асимптотическом методе «малых X». 
В качестве примера рассмотрены парные интегральные уравнения, по­
рождаемые преобразованием Ханкеля.

1. Пусть дано интегральное преобразование ц*;
ь

g (х) = G (и) В (и, х) du, G(u)= §g(£)M(u,£)d£ (1)
а а

либо разложение

g (ж) = 2 GkB (uk, х), Gk — ^g (g) M (uk, g) cZg, (2)
k—o a

и пусть функция В (и, ж)) является решением линейного дифференциаль­
ного уравнения второго порядка по ж, именно:

(L — и2) В (и, х) = 0, (3)
а числа uh составляют счетное множество нулей некоторого трансцендент­
ного уравнения, причем а < им Ъ.

Рассмотрим теперь парное интегральное уравнепие (парный ряд — 
уравнение) 

ь
(н) Р (и) К(и) В (и, ж)dh(it) = / (ж), с^ж^й,

а
£ (4)
\ Q (и) В (и, ж) dh (и) = 0, а<ж<с, с/<ж:е:₽,
а

где для (1) функция h(u) = и, а для (2)
ОС'

ft(«) = T2lHsgn(K-w4)l. (5)
/?=о

Функция р(и) такова, что при А(п) = 1 решение уравнения (4) извест­
но; К(и) — четная, мероморфная функция, представимая в виде

К (и) = А Pl (и2)
Pi (д'2)

со

= АП
П=1

А = const, (6)
(1 + аа/62)

+ “2<)

где ± гб„ и ± Z7„ — счетное множество простых нулей и полюсов.
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Пусть также б„ и монотонно возрастают по модулю с ростом номера, 
обеспечивая сходимость бесконечного произведения (6), а на любой пра­
вильной системе контуров С,„ Сп cz Cn+i, имеет место оценка

К(и) ~О(№), (7)
2. Используя формулы (3) п (6), представим первое соотношение урав­

нения (4) в форме
APi(L)p{x) = P2(L)f(x), с х d; (8)

здесь Pi(L) и P-z(L) — дифференциальные операторы по х бесконечного 
порядка,

ь
р(х) — \ Q {и) р (и) В (и, х) dh (и). (9)

а

Решение дифференциального уравнения (8) относительно р(х) можно 
представить в виде

ос
Р = APHL) f + 2 [СЛ (8n, *) + DnS (6„, ж)]; (10)

п=1

здесь первое слагаемое есть частное решение неоднородного уравнения, 
определяемое символическим методом, а бесконечная сумма дает общее 
решение однородного уравнения, причем В (и, х) = В (in, х), S(u. х) = 
= С (in, ж), где С (и, х) — решение дифференциального уравнения (3), ли­
нейно независимое с В (и, х).

Соотношение (9) и второе соотношение (4) дают следующее парное 
уравнение:

ь

Q (м) Р (“) 7? (и, х) dh (и) = р (ж), с $2 х <2 d,
II

ь (И)
Q (и) В (и, х) dh (и) == 0, а< х <^с, d<d х |j,

а,

решение которого, по предположению, может быть найдено:
d

Q(u) = ^р(^) N N (и, 1) = М (и, с) прир(и)=1. (12)
С

Для дальнейшего положим /(ж) = 7?(е, х), имея в виду, что в общем 
случае функция j(x) может быть представлена интегралом (1) пли рядом 
(2). Первое слагаемое в (10) принимает вид К~1 (е)2?(е, ж). С учетом это­
го, подставляя (10) в (12), получим

ос
Q (и) = К‘ (е) <р (и, —in) -и 2 ICiT (и, й,.) г О, 6J],

а (13)
ф (и, х) = R (х, g) N (и, g) d%, ф (и, х) S (х, t) W (н, с) d%.

с с

Теперь постоянные С„ и D,„ необходимо определить из условия удов­
летворения исходного парного уравнения (4) решением (13). Подставляя 
(13) в первое соотношение (4) и принимая во внимание, что по построению

ь

Ф (и, — ie) р (и) В (и, х) dh(u) = / (ж), с^ж^й, (14)
а
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а также, что K(i8n) = 0, будем иметь
ь

Кл (е) <р (и, —is) р (и) [А” (и) — К (е)] В (и, .z) dh (и) +
а

со Ъ

+ 2 {СЛ <Р (м, б„) Р (4 I# (и) — К (iS„)] В (и, х) dh (и) +
п—1 1 а

b
Dn ф (и, 8п) р (и) [А (к) — К (г6п)] В (и, х) dh (и)| = 0. (15)

а

Заметим, что мероморфную функцию К (и), при сделанных относитель­
но нее предположениях, можно представить в виде суммы главных зна­
чений

S/4

(16)

sk = ni {[А 1 (i^)]'}’1,

Учитывая далее (16), получим
оо

2
k=i

' А"1 (е)

Ук + в2 7\(ж,
оо

— 'Ч + 2 —з—ту \CnTk 6n) + DnUk(x, 6Н]1 = 0, 
n=l V/г - °n J

с <7 х с/,

7\ (х, р) = ф (и, р) р (и) В (и, х) dh (и),
аи

ь

Uk(x,\i) = “ у*" %Ф(“, р) Р (4 в (и> 4dh (и)-
4‘а + ^

(17)

Дальнейшее исследование соотношения (17) наталкивается на необхо­
димость знания конкретного вида функций N(u, 4, ф(н, х), ф(и, х), Th(x, 
p), Uk(u, р). Тем не менее окончательный вид структуры соотношения 
(17) может быть установлен. Для этого решим дифференциальное уравне­
ние (8) относительно f(x). Будем иметь

со

f (4 = р (4 + 2 lEkE (Уъ + Fi;S (Уь ^)1. (18)/з fe=i

Постоянные Eh и Fk определим из условия совпадения (18) с первым 
соотношением (4), а следовательно, и с (17). Очевидно, Ek и Fk будут не­
которыми линейными функционалами от р(х), т. е. Ай = Ek(p), Fk = Fh (р). 
Подставим теперь в (18) выражеппе (10) функции р(х). Учитывая, что

7? (8п, х) = 5 (б„, х) = 0, (19)

и обозначая

Ek = Ek\B(--, х)], Etn F,k[B (8„, 41, Екп -= Ek[S (6,п ж)], 
Ft = Aa[A(8,4J, Ftn^ Fk[B (8n,x)], Ftn = Fk[S(8„, 41, 
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приведем (18), а следовательно, и (17), к виду
СО оо

3 3 + DnFk-n} R (Уй, ж) Ц- (CnEkn + &n) S (уй, ^)] +
£=1 n=l

+ К 1 (e) 3 \E*kR (yA, x) + F*kS (уь ж)] = 0. (21)
*=i

Предполагая, наконец, линейную зависимость функций 7?(уь, х) и 
S(^h, х), & = 1, 2,. . . , оо, получим для определения постоянных Сп и Da 
две бесконечные алгебраические системы

оо

К-' (г) E*k + 2 (С„<г + DnFL) = 0,
п=1

со

К-1 (Е) Fk + 2 (CnE-kn - DnKkn) = 0.
n^=l

(22)

3. Рассмотрим парное интегральное уравнение, связанное с преобразо­
ванием Хапкеля

оо

Q (и) Р (м) К (и) иК (их) du = J, (ex), 0 sS^xtSZa,

? (23)
Q (и) uJv (их) du — 0, а 'х <"' оо.

о
Пусть р(и) = и-'. При v = 0, 1 соответственно имеем

л

(24)

“2 + S*

Для определения постоянных Сп получим систему
оо

2 с
71=1 - д2 

п

Уй ch 6„а + 6П sh б„а
(25)

В заключение отметим, что аналогичным образом могут быть рассмот­
рены парные интегральные уравнения типа (4), порожденные интеграль­
ными преобразованиями Фурье, Мелера — Фока, Канторовича — Лебеде­
ва, могут быть рассмотрены парные ряды по тригонометрическим функ­
циям, функциям Бесселя, присоединенным функциям Лежандра и т. д. 
Отметим также, что метод допускает обобщение на двумерные парные 
уравнения.

Посвяшаю эту работу памяти моего отца.

Ростовский государственный 
университет

Поступило
7 VII 1972
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