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В настоящей заметке предлагается новый метод решения одного клас­
са парных интегральных уравнений (*, 2), основанный на принципе инва­
риантности Амбарцумяна. Последний ранее применялся к решению раз­
личных классов уравнений в свертках (3_6).

1. Пусть Е — комплексное банахово пространство и В — банахова алгеб­
ра с единицей I линейных ограниченных операторов, действующих в Е. 
Рассмотрим парное уравнение

/(a?) = g(a:) + J А’0(ж —ж>0,
— СО

(1)
со

/ (*) = g (*) + $ (x — t)f (i) dt, X < 0,
—со

где g{x) и Кт(х), т = 0, 1, принимают значения из Е и В соответственно, 
причем

И*) ||Е Е 2И(-оо, оо), ||Ат(х) ||в <= Л(-оо, оо).

Перепишем (1) в виде следующей системы:

1 °°
fm(x) = gm(x) + 2 S l)m* — (— l)ji] fi(t)dt, x>0, (2)

j=o о

где
fm(x) = /[(-l)mx], gm(a:) =g[(-il)mx], x>0.

Будем считать, что первое собственное число матрицы — ядра системы 
по модулю больше единицы.

Предположим, что Кт (ж) представлены в виде
ь

Кт(+Х) = ^Gm(s)e~a^s'>x ds- Rea(s)>0, ж>0. (3)
а

В частном случае, когда ЦКт (х) ||в е e~hWLp{—оо, оо); h > 0; р = 1, 2, 
представление (3) будет иметь место, если принять а = —<», Ъ = °°,

оо

^m(s) = 2F Кт(х) ек1х1е^х dx, a(s) = h-]-is.
—сю

Наряду с (2) рассмотрим вспомогательную систему
СО

Vmk s) = e-aK-1'>m^x8mk + 2 j Кт [(— i)mx — (— 1)’И Vik (t, s) dt (4) 
i о

относительно оператор-функций уть(х, s) co значениями из В.
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Если
gk (х) = gk (s) e-“(s)K ds,

то решение системы (2) выражается через ymh следующим образом: , 
fm(x) = 2(— J (5)

2. Займемся решением системы (4). Введем обозначения
«*(*) = (— 1)^0 [(— 1)М; 4>Pk(s) = ypk(9,s); <pk (s) = 2 (— 1)p<Ppa(s)- (6)

p
Дифференцируя (4) по x, имеем

(- i)mdlJm^x’s) = -ak(s)6mfe + Km [(- 1)^1 <pfc(a) +

oo
+ 2 [(- 1Г Ф1 [(- 1)J dt. (7)

J 0

Сравнение систем (4) и (7), с учетом (3), приводит к следующим 
•соотношениям между их решениями:

(- l)m -m*g’ S) = - (a) 2/mft (x, s) + [ 2 ymq (x, t) Gq (t) dt ] (pA (a). (8)

Введем обозначения:

wmk (z, s) = J ymk (x, a) dx, (9)
0

(z) = 2 5 Wmq (t, s) Gq (a) ds. (10)
Q 

Умножая (8) на exp {—a[ (—l)mz]a:} и интегрируя по x от 0 до °°, по­
лучаем

am(z)Wmk(z, а) — (-1)тфтк(а) = —aft(a)TEmft(z, a) + ота(г)фк(а).

Отсюда

Подставим в (4) x = 0. С учетом (3) имеем
Фтй (z) = 8mk + J Gm (- a) 2 Wjk (z, s) ds.

(H)

(12)

Мы получили замкнутую систему (10) —(12) функциональных уравне- 
гний относительно {оот}, {q)mJ и

3. Система (10) —(12) может быть приведена к системе двух линейных 
•сингулярных уравнений, если использовать следующие два соотношения, 
-существующие между функциями qw(s) и om (а):

<Pmm(s) = (- l)"‘°m(-s)(P^(s)1 rn=l-m. (13)

Они следуют из (11), если заметить, что при к = т и z = —а знаменатель 
правой части обращается в нуль, в то время как FTm,„(z, s), согласно (9), 
не имеет особенности на линии z = —s. Следовательно, при этом и числи­
тель правой части (11) должен равняться нулю. Соотношения (13) могут 
«быть установлены также непосредственно из (10) — (12).

Используя (13) и (6) и вводя обозначения

фт (z) = <Tm (Z) 4- 60m, фт (z) = (— 1)тф- (— z),
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перепишем (И) в виде

Отсюда

—z) = (—1)ft Vk(s, z)cpj(z),

где
<Pfc (s) + <Pfc (z) (S) - <Pfe (z)

k ' ’ ' («) — ™ft (z) П aft («) — «ft (z)

Умножим (12) на (—1)™ и просуммируем по т:
<Pft (z) = I + [ Q (s) Vk (s, z) ds^ tp£ (z);

здесь
<2(s) = 2<?m(s), 2m(s) = (-l)mGm(-s).

m

Полагая теперь в (12) к = т и используя (13) и (6), получим 
<р“ (z) = 80т — Qm (s) Vm (s, z) ds.

Итак, нами получена система линейных уравнений 

(14)

(15)

(16)

(17)

(18)

относительно оператор-функций фь_(г). Согласно (16), фь+(г) выражают­
ся через cpft~(z):

<p;(z) = [z + ^<2(s)Hfe(s, z)cZ.s^ . (19)

4. Зная оператор-функции фЛ_(г) и ф&+(г), решение системы (4) мож­
но найти либо обращением преобразования (9) с использованием (14), 
либо следующим путем.

Умножим (8) на (—1) Tne(_1)’n“'t(s)'v и проинтегрируем по х от 0 до х:

Утк S) = <ртк (S) е~^та^х _|_ [ J <«> (,) dt ] (s); (20)
о

здесь
Фт (*) = (— I)”* 2 Утд (х, s) Gq (в) ds.

a
Умножая (20) на Gk(s), интегрируя no s и суммируя по к, получаем 

следующее уравнение Вольтерра относительно Фт (ж):
X

Фт(х) = Lm(x) + ^m(t)Lm(x — t)dt, (21)
О

где
Lm (х) = (- l)m 3 $ фт* (s) e-^ma^xGk (s) ds,

к
Lm (x) = (- l)m 2 $ Ф, (s) e-^m^ Gk (s) ds. (22)

к
Функции фь и фтй выражаются посредством ф&+ и ф(г согласно (6) и 

(13). Найдя Lm(x) и Lm(x) из (22), решаем интегральное уравнение 
типа свертки (21) относительно Фт(ж), после чего решение системы (4) 
определяется из выражения (20). Заметим, что при численном решедии 
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указанный путь позволяет ограничиться только вещественными значе­
ниями аргументов.

5. В частном случае, когда К,(х) = 0, парное уравнение (1) обращает­
ся в уравнение Винера — Хопфа. В этом случае cpt_ (z) =0 и уравнение 
(18) для фо" = <р переходит в уравнение

<23>
Выражение (23) представляет собой более удобную запись соответст­

вующего уравнения, полученного в (7).
Авторы выражают признательность акад. В. А. Амбарцумяну за вни­

мание к работе.
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