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ДРОБНЫЕ СТЕПЕНИ ГИПОЭЛЛИПТИЧЕСКОГО 
ОПЕРАТОРА В R7*

(Представлено академиком И. Г. Петровским 16 VI 1912)

Пусть Р (х, D) — дифференциальный оператор в R” с полиномиальными 
коэффициентами, символ которого р(х, £) есть многочлен, гипоэллиптиче- 
ский по (х, |). В работе строятся дробные степени такого оператора, опре­
деляется дзета-функция и доказывается возможность ее мероморфного 
продолжения. В статье (‘) доказана возможность мероморфного продол­
жения дзета-функции эллиптического оператора на компактном многооб­
разии. В работе (2) подобным методом строились дробные степени так на­
зываемого Х-эллиптического оператора в В”.

1. Пусть р0 (х, g), х <= Rx", £ е RE”, — полином по х и £ степени m > 0 
с комплексными коэффициентами, и пусть d(y) — расстояние от точки 
у = (х, §) е /?2" до поверхности {и е С2"|р0(и) = 0}.

Обозначим через Г' класс ^“-функций р{у), представимых в виде сум­
мы/, (у) = р0(у) + <p(z/), где pQ(y) — многочлен, а ср (у) eC0”(R2n), причем

А) р(у~) 0, у
Б) Ро(у) гипоэллиптичен по у, т. е. d(y) ->■ +°° при |у| °°.
Если р(у) еГ, то при |г/| >С выполнены неравенства

Ci(l + | у\) > d(y) с2(1 + ЫГ, > 0, с2 > 0, 1>р>0.

Обозначим через SN = SN(d) пространство С°°-функций, удовлетворяю­
щих при | у | Эг С оценкам

р// | < 0^-'“’; S“ = и АД = П АД

j — g означает, что / — g^S~°°. Через ShN обозначим множество функций 
/(z, у), являющихся полиномами по z е С'1 с коэффициентами из Sx.

Псевдодифференциальные операторы (п.д.о.) с символами из Г, Sx или 
ShN определяются при и<^ S (R") (5 (Rn) — пространство Шварца) по обыч­
ной формуле

Ри (х) = (2л)_п р (х, £) й (£) dt.

Соответствующие классы п.д.о. также обозначим через Г, Ах и ShN.
Отметим, что если Д е АЛ2, Ao > Nt > .. . —°°, то существует функ­

ция fz(y), принадлежащая при всех х е СА пространству Ах° и голоморфная 
ос J

по z, такая, что/г(у) ~ 2 Л’>т- е- функция ГДг, у) = fz(y) - 2 fi принад- 
j=0 j=3

лежит Av-'« при всех ze С* л голоморфна по z.
Пусть Z+'‘ = {(z,,..., z„) е СД z; > О, z; целое, t = 1, 2,..., k}.
Лемма 1 (см. (2)). Пусть Ао> N-*■ — г = 1, 2.

j
Пусть fz^t.y') е A'", a /;г> 5Nj+1 для любого z е Cft, и пусть

j=o 
при всех zeZ/ (у) (у).

Тогда (у) ~ (у) при всех z е С*.
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2. Пусть Р(х, D) еГ. Используя несколько раз формулу композиции, 
получим, что при целом N > О

О (PN) = pN + %СУЛ,2...чдър... d^p.pN-k,

где к < N, ]yi + ... + ук| =0 (mod 2), a С71Тг...те(Л0 — полином. от N.. 
o(P*v) можно представить в виде

ОО

o(PN) = pv (1+ ?/)}, гДе <Н = 3 C-d^p...dykp-p~\
3=1 |Yi+...+?A:l=2j

g;i=5i^2j. При этом для любого N существует такое JN, что q,(N) = О' 
для / > JN.

Определение 1. Степенным семейством оператора 
Р еГ называется семейство п.д.о. Pz с символами

Рг(г/) ~х(1 + S 9j(z, у)).
Из леммы 1 следует:
1) а(Р,Р. ) pz+w; o((Pz) *) (o(P*))z;
2) если р1-1' —pw, то р^^р? при всех z е С.
Определение 2. Дзета-функцией £(z) оператора 

Р(х, й)еГ называется интеграл £ (z) = (2л)" \ pz (</) dy. Заметим, что- 
к 2«

этот интеграл сходится абсолютно при Re z < — (n + 1) / т$, ибо | р(у) 13s 
> С0(1 + | У | ) mii.

Теорема 1. Дзета-функция £ (z) оператора Р е Г обладает следующи­
ми свойствами:

1) £(z) аналитична в полуплоскости Re z < - (и + 1) / птД
2) £(z) аналитически продолжается во всю плоскость С комплексного 

переменного до мероморфной функции с полюсами кратности не выше 2п 
на конечном, числе вещественных арифметических прогрессий;

3) первый полюс функции £(z) и разложение Лорана в нем совпадают 
с первым полюсом и разложением Лорана для интеграла

Zo(z) = (2л)-" pzdy.
Доказательство теоремы 1 сводится к доказательству утверждений 1),. 

2) для каждого из интегралов Д(г) = (2л)-" pzqh(y)dy. Обозначим через 

BR шар радиуса R в R2”; тогда
-Ле==^*1+-^2 = J ••• +

К2п\Вд
/si с очевидностью продолжается до целой функции. Делая в Дз замену 
переменных гд = п, / | и |2, получим

Ik2 (z) = (2л)-"^ du,

где А и Bh — рациональные функции (Bk — полипом от z). На такие интег­
ралы распространяется основная теорема работы (3), что и доказывает тео­
рему 1.

3. Пусть Р — положительный самосопряженный оператор, комплексные 
степени которого Pz при достаточно большом отрицательном Re z являют­
ся ядерными операторами. Тогда дзета-функция стандартно определяется 
как £0(z) = tr Pz.

Заметим, что если оператор РеГ симметрический, то оп полуограничен. 
Мы будем для простоты формулировок считать его положительным. Далее, 
при | у | > С | Ьн/Ду) | С С, | .Не р(//) |’ поэтому inddefP=(0, 0)
(см. (4), теорема 4) и для самосопряженного оператора Р определены (в 
смысле спектральной теории) комплексные степени Pz.
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Лемма 2. 1) Р- — п.д.о. с символом из 5°°; символ Pz представим в 
виде 

где Sj е S, 2j.
2) при достаточно большом отрицательном Re z 

^0(z) = (2л)-11 J о (Pz)dy.

Лемма 2 доказывается так же, как соответствующие утверждения в 
работе (*). Поскольку при z е Z+l Pz = Pz, из лемм 1, 2 следует

Теорема 2. Пусть оператор Р е Г симметрический. Тогда определены 
комплексные степени Pz оператора Р, причем

1) Р. ~ />г, а разность, как оператор порядка — °°, равномерно ограни­
чена при | z | <11 для любого R.

2) £(z) — £o(z) аналитически продолжается до целой функции z.
Отметим теперь следующее простое утверждение. Пусть функция /(£) 

со
монотонно возрастает, и пусть F (z) = \ tz df (t) сходится и аналитична при 

1
Rez<— w, а при z -> w F(z) ■ (z + w)11 -> A =/= 0, где k > 0 — некоторое 
целое число. Тогда из тауберовой теоремы Икехара (см. (5)) следует, что

пт

*4"30 tw(lnt)fe 0-1)!

Поэтому знание первого полюса дзета-фупкции to(z) позволяет найти 
асимптотику собственных значений оператора Р. Именно, если Pz — ядер- 

ный оператор, то £0(z) = tz dN(t), где N(t) — число собственных значе­
ний оператора Р, не превосходящих t (с учетом кратности). Тогда спра­
ведлива .

Теорема 3. Пусть Р е Г — самосопряженный оператор. Тогда при 
f -I- ОС

N (/)— (2я)_п dy — (2л) п dy ~Ctw (]nt)k,
{и: Jp(V)l</) {)/■■ Re p(»)<(}

где (—w) — первый полюс дзета-функции, а к —его кратность.
Отметим, что аналогичный результат содержится в теореме 13 рабо­

ты (6).
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