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1. Рассмотрим однокомпонентную сплошную среду. Состояние такой 
среды будем описывать посредством гидродинамических параметров: мас­
совой плотности p(r, t), среднемассовой скорости и (г, £) и плотности внут­
ренней энергии е (г, t). Известно, что гидродинамические параметры со­
стояния удовлетворяют следующим законам сохранения:

р, t+ (pUa) , « = 0,
I "Ь рКЩа, р (1)

в, t “Ь , а “ Ра^а, р Qa, а>

здесь ра$, qa — тензор плотности потока импульса и вектор плотности по­
тока энергии соответственно в сопровождающей системе отсчета; грече­
ские индексы, принимающие значения от 1 до 3, соответствуют осям де­
картовой системы координат; индексы, следующие после запятой, означа­
ют дифференцирование по соответствующей переменной; по повторяю­
щимся греческим индексам проводится суммирование от 1 до 3; для со­
кращения записи аргументы (г, t) у всех функций опущены.

Для построения модели гидродинамики сплошной среды необходимо 
найти зависимость потоков ра(, и qa от параметров гидродинамического со­
стояния. Для вязкой теплопроводной жидкости обычно используются за­
коны Навье — Стокса и Фурье

рар = рбар Р~
(2) 

qa : а;

здесь р — давление, Т — температура, Рар — тензор напряжений, Dat, — 
~ иа,» + Щ.а — 2/зиу, тба₽ — тензор скоростей деформаций, pi, Т) — коэффи­
циенты вязкости, А — коэффициент теплопроводности.

Подставляя соотношения (2) в уравнения (1) и используя термодинаг 
мические уравнения состояния р — р(р, Т), е = е(р, 71), получим замкну­
тую систему уравнений для описания движений вязкой теплопроводной 
среды.

Для среды, описываемой уравнениями состояния идеального газа 
р = рИТ, е — с„рТ, коэффициент г) = 0 и последнее уравнение системы (1) 
приводится к виду

t ”Ь llaTt а) === РаД^а, ₽ а* (3)

Если в соответствии с этими уравнениями рассмотреть распространение 
возмущений в однородной покоящейся среде, то окажется, что возмуще­
ние любого гидродинамического параметра будет вести себя аналогично 
решению уравнения теплопроводности, т. е. если в момент времени t = 0 
в некоторой точке г0 пространства задано возмущение, то в любой момент 
времени I > 0 в любой сколь угодно удаленной от г0 точке пространства 
это возмущение будет оказывать некоторое воздействие. В этом состоит 
парадокс бесконечной скорости распространения возмущений в вязкой

* юза 



теплопроводной среде, описываемой линейными феноменологическими со­
отношениями (2).

Применительно к задачам теплопроводности и диффузии этот парадокс 
обсуждался в ряде работ (см., например, (*,2)), и были предложены мо­
дели, обладающие конечной скоростью распространения возмущений. Было 
замечено, что если во второе соотношение (2) феноменологически вклю­
чить член xqa, t (т — некоторое время релаксации), то вместо параболиче­
ского уравнения теплопроводности получится уравнение гиперболического 
типа (телеграфное уравнение для температуры, см. (14)). В данной работе 
мы, используя методы неравновесной статистической механики примени­
тельно к кинетической теории газов, обобщим соотношения (2) и получим 
квазилинейную систему уравнений первого порядка гиперболического ти­
па для описания гидродинамики быстрых процессов в вязкой теплопровод­
ной жидкости.

2. В кинетической теории газов соотношения (2) получаются из урав­
нения Больцмана при помощи метода Чепмена — Энскога (3). Известно, 
что этот метод позволяет получить квазистационарные решения уравне­
ния Больцмана (4).

В работе (5) предложен метод построения нормальных решений кине­
тического уравнения, пригодных для описания быстрых процессов. Для 
юднокомпонентной среды были получены законы переноса, содержащие 
■эффекты «памяти»:

t
Pafi=- $ M(t, t')OQp(f)df\

—oo

t
qa —— L(t, t')Tia(t')dt'. (4)

—oo

Ядра интегральных соотношений (4) имеют вид

М V’*'> = О [Д. -----

Ь (I. I-) = 4-J S(i, - 4-ф *>; (5)

•здесь т — масса молекулы, с — тепловая скорость молекул, Fo — локально 
максвелловское распределение, нормированное на плотность числа частиц 
n(r, t), индекс t' означает, что временной аргумент у функций, стоящих 
в скобках, равен t'. Оператор S(t, t') определяется соотношениями

dS(t, t') /dt = LtS(t,t'), S(t,t)=l, (6)

где Lt — линеаризованный оператор столкновений Больцмана.
Преобразуем интегральные законы переноса (4) к дифференциальной 

чформе. Отметим, что

M(,t,t)=p, L(t, f) =7гЯр = Срр. (7)

Кроме того, отметим следующие соотношения:

Л(тпсас₽) = (р / ц)т(сас? — 73с2б«р),
(8) 

ДС/гСаИС2) = (срр/Х)тПСа(72С2 — S/zRT},

которые являются точными для максвелловских молекул и служат хоро­
шим приближением для других моделей потенциалов межмолекулярного 
взаимодействия. Дифференцируя соотношения (4) по t и используя свой­
ства (7) и (8), получаем

73«p,i = —pHa{1— (p/g)Paf, qa,t = — сррТ,а — (срр /K)qa. (9) 
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Первые два уравнения системы (1), уравнения (3) и (9) совместно с 
уравнением состояния идеального газа образуют замкнутую систему урав­
нений гидродинамики быстрых процессов в газовых средах. Отметим, что 
в соотношения (9) вошли лишь общие макроскопические характеристики 
среды и они, по-видимому, пригодны для описания быстрых процессов в 
плотных средах.

3. Отметим некоторые свойства полученной системы уравнений гидро­
динамики. В стационарном случае, когда характеристики среды не зави­
сят от времени, левые части соотношений (9) обращаются в нуль, и со­
отношения (9) сводятся к известным законам (2).

На примере одномерного течения рассмотрим свойства полученной си­
стемы уравнений. В этом случае все функции зависят лишь от одной ко­
ординаты х и отличны от нуля лишь компоненты Ui=u скорости, qt = q 
вектора теплового потока и Рн — Р тензора напряжений. Для нахождения 
характеристических направлений рассмотрим уравнения в сопровождаю­
щей системе отсчета (и = 0)

р, t + ри, х = 0,
ри, t + р, х + Р, х = 0,
Р, t + (7зр + 73Р) и, х + 2Лд, х = 0, (10)
Р, ; + 4/зРЩ X + (р / ц)Р = 0,
q, t + */2RTp, х - 72 (РР) 2р, х + (5р / 2Х) q = 0.

Легко получить выражения для характеристических направлений си­
стемы (10). Характеристические направления для системы уравнений в 
лабораторной системе отсчета отличаются от характеристических на­
правлений системы (10) на величину и. В итоге получаем пять действи­
тельных характеристических направлений:

(dx / dt)! = и, (dx / dt) 2,з = и± ас, (dx / dt) 1,ъ = и ± $с, (И)
где с = (уРР)71 — скорость звука, у = (ср / с„) — показатель адиабаты,

а выражение для [3 отличается лишь знаком перед квадратной скобкой от 
выражения для а. Таким образом, рассматриваемая система уравнений 
является квазилинейной системой гиперболического типа.

Рассмотрим теперь процесс переноса тепла в покоящейся среде (гг = 0), 
описываемой уравнением (3) и вторым соотношением (9). После линеари­
зации получаем

РоСиР, t qa, а 0,
qa, t + cPp0T, а+ (cPpo/Ao)g« = O (13)

(индексом 0 отмечены невозмущенные величины). Исключая qa из урав­
нений (13), получаем уравнение для определения температуры

P,i( = CoP,aa-(Co2/a2)P,b (14)
где а2 = (Ро / (роСР)) — коэффициент температуропроводности, с0 = 
— (ЧРо / Ро) А — невозмущенная скорость звука.

Таким образом, для описания нестационарных движений однокомпо­
нентной среды получена квазилинейная система уравнений гиперболиче­
ского типа. Возмущения переносятся с конечной скоростью, равной ско­
рости звука в невозмущенной среде.
Центральный аэродинамический институт Поступило
им. Н. Е. Жуковского 26 IX 1972
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