
Доклады Академии наук СССР
1973. Том 209, № 1

УДК 519.281 МАТЕМАТИКА

Н. П. САЛИХОВ

АСИМПТОТИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА ВЕРОЯТНОСТЕЙ ОШИБОК 
КРИТЕРИЕВ ДЛЯ РАЗЛИЧЕНИЯ НЕСКОЛЬКИХ 

МУЛЬТИНОМИАЛЬНЫХ СХЕМ ИСПЫТАНИЙ

(Представлено академиком Ю. В. Линником 22 V J972)

Поведение вероятностей ошибок критериев, основанных на фиксиро­
ванном объеме выборки, при стремлении объема выборки к бесконечно­
сти, изучено достаточно хорошо в случае различения двух статистических 
гипотез. В настоящей работе рассмотрен случай нескольких гипотез спе­
циального вида. Пусть гипотеза Ht, t е 1, .. ., m, состоит в том, что после­
довательность &i, Ъг, ... является последовательностью независимых ис­
пытаний по мультиномиальной схеме с исходами щ, ..., аг; вероятно­
сти появления которых при каждом испытании равны соответственно 
ptl, • ■Pit- Предполагается, что m 2, г > 2, /?(1^>0, . . ., Ptr^>®, 

г Г
= 1 Для 1, • • m, ^i\Pti — Psi\>^ для t A=s.

i=l i=l

Испытания . . . , bn будем характеризовать точкой u = (ад / и, ... 
..., xr / п), в которой xk — количество появлений исхода ак среди bt, .. . 
..., bn. Пусть — пространство возможных значений и. Гипотеза Ht 
определяет на вероятностную меру щп(и) = п\ (ад!...ад!).

хг• • . Р tr •
Пусть А„° — множество всех разбиений еп = (еоп, е”, ..., ет") про­

странства Qn на т + 1 взаимно непересекающпхся множеств е,п. Каждое 
разбиение е" определяет следующий нерандомизированный критерий для 
различения альтернативных гипотез Ht, основанный на испытаниях 
bi, ..., b„. Если характеризующая испытания bi, . .., bn точка u е etn, то 
принимается гипотеза Ht при t 1, ... , т и не принимается ни одна из 
гипотез при 7 = 0. Разбиение е" будем характеризовать вектором потерь 
(ain(ei”), . .., amn(em")), в котором а("(еР) = 1 — ptn(etn) — вероятность 
ошибки, совершаемой, когда не принимается истинная гипотеза Ht.

Пусть А0 —множество всех последовательностей {е”} = (е1, е2, ...), 
в которых е” е Ап° при каждом nN 1. В дальнейшем будем рассматривать 
некоторые непустые множества N А0 и J s 1,... , т. Для любой после­
довательности {е"} е А0 представляет интерес рассмотреть поведение при 
п -> °° величины Рп(е", J) = шах а»"(е<") по t е J.

Определение 1. /-Мерой асимптотической эффек­
тивности для последовательности {еп} А° назовем величину 
Л/({е"},7) =—lim Тп(еп, , п -+■ <х>, где 7’„(е", 7) = In Рп(еп, 7), если 
Р„(е”, 7) >0, 2’„(е”, 7) =—°°, если Р„(еп, 7) =0.

Определение 2. Последовательность {gn} е N назовем /-опти­
мальной последовательностью множества A's.411, если М({g71}, 7) = 
= — lim77„(g", 7) = M(N, J), n^°°, где M(N, J) = sup ({e71}, 7) no 
{en} e N.

Последовательность {g77} имеет следующие свойства:
1) Если {еп} е N, М((еп), J) <M(N, J), то limZ’„(g", 7) (Р„(еп, 

J)) = 0, п ->~ °°.
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2) Pn(gn, J) = exp [— nM(N, J) + o(n) ] и не существует последователь­
ности {еп} е N такой, что Р„(е", /) = ехр [— пМ + о(п) ], где М > M(N, J).

В связи с этим представляет интерес задача о нахождении /-оптималь­
ных последовательностей и величин M(N, J) для заданных N и J.

1. Множества Л’. Пусть А„ = {еп: e'-sA,'1. е0" = ф}, а Сп (соответ­
ственно Вп) — подкласс всех допустимых (байесовских) разбиений 
класса Ап (3). Подкласс Вп представляет собой сумму множеств 

т т
Вп(В) = |е”: еп ЕД, 2 (е”) = min 2 ^ia" (?") по 8п е Лп| по

всем векторам Z = (Д,..., Д,,) априорных вероятностей Д (3). Заметим, 
что Вп^к) = Вп(ск) при любом с > 0.

В дальнейшем в качестве множества N рассмотрим множество А0 и 
аналогично определяемые множества А, В, С, а также следующие множе­
ства, зависящие от некоторого I & 1, ..., т:

Р(!} = {{еП}'- {Д^-Г, limn Чпр.? (е?) = 0, п—, оо, для t^I},

Pl (7) = {К}: {en} GE л°, lim [I? (Д) = 1, п -> ое,
2(7) = {{еп}: {еп} ЕЕ A0, limn Ипф1 (еф) = 0, п—» оо,

для t е I}, 
для (ЕЕ/},

21(7) = {{«”}: {еп}е А0, lima? (е?) = 1, п-> оо, для t<=I}.

Справедливы включения В >— С А с_ Н°, Р1 (I) cz Р (I) cz

CZ и Р(/)<=л°, 21(/)^<2(/)е и 2(7)с=л«.
1=1 1=1

Последовательности
{еп} е (л° \ р (/)) П (л» \ Q (7))

не имеют большого практического значения, так как для любой такой по­
следовательности при каждом t е 1, ..., т найдутся сколь угодно боль­
шие п такие, что щ” (в;") > 1 — exp (—net) при ef > 0, и одновременно най­
дутся сколь угодно большие п такие, что щ”(еС) < ехр (—пб<) при б; > 0.

2. Построение /-оптимальных последовательностей 
и вычисление величин M(N, J). /-Оптимальные последовательно­
сти введенных выше множеств N можно построить, используя только раз­
биения из множеств В„(1„) при специальном выборе последовательности 
{/.,,} векторов кп = (Xi,,, ..., %mn). Эти разбиения можно построить с по­
мощью обобщенной леммы Неймана — Пирсона (3).

Величины M(N, J) можно вычислить, используя только расстояния 
Кульбака — Лейблера и Чернова. Расстоянием Кульбака — Лейблера от 
точки Рг=(ри, • • ■, ptr) ДО точки р. = (psi, ...,рег) назовем величину

Г

7 (Ро Ps) = 2 Рн 1п • Рассмотрим отрезок кривой
1=1 ' Psi /

чИ = р'г'р" (2 р^7хр^') > же [0,1],
4=1 '

соединяющий точки р( и ps. На этом отрезке существует единственная 
точка u(z), где z — единственный положительный корень уравненияГ
2 P^~xpfi In ) = 0, такая, что
1=1 ° ' Psi '

Г
I (u (z), Р() = I (и (z), р5) = — In 2 Р^Г'Рн-

1=1
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Таблица 1

Множество N /-Оптимальная последовательность множе­
ства N М (5, /)

.4»,В,С, А;
Р(Р,
Q(I), 1ф/ = ф
Р(Г), Ру (I), I\J ф

Q(I), Qi (J) A PM Ф

Щ ■ Г G Рп (Хп),
. Г 1 для f£j, zi^l,

ln I 0 для tgl,... m\J, n i>l, 
{gn}: ,,n e Bn (Xn)i

1 ДЛЯ«£/\/,

у __ exp [/i (Mij - en)J для t e J, 
hin “ ' 77 >1,

О для(£1,...
..., n>l

fe”} — любая последовательность мно­
жества jV

оо, если | J |= 1

Mj, еслн!Л>1

Ми

О

Последнюю величину обозначим через 7с(р(, р«) и назовем расстоянием 
Чернова (’, 8) между точками р(, ps. (На возможность геометрического 
представления расстояния Чернова указал автору Н. Н. Чепцов.)

Основные результаты приведены в табл. 1.
В табл. 1 {е„} —• любая монотонно убывающая последовательность по­

ложительных чисел, удовлетворяющая условиям lim е„ = О, Инг гае„2 = 
п °°, а величины Mj, Мп вычисляются по формулам

Мj = min Е(р(, р,) по t е J, s е 7, t > s,
6 (I, J), если | J | =1,
min (б (I, J), Mj, если | J | > 1,

где = minZ(pf, ps) no t s I \ J, sej.
В некоторых случаях можно указать и другие J-оптимальные последо­

вательности, что видно из следующих теорем.
Теорема 1. Пусть В,,^ F „ Аф при п 1.
Тогда при 17| >1 для величин Pn(gn, J) =minP„(en, 7) по e"^F:l 

справедливо соотношение

lim n~l In Pn(g", J) = —Mj, n ->■

Таким образом, например, при Fn = Вп последовательность {g"} явля­
ется 7-оптимальной последовательностью множества В.

Теорема 2. Если 7 состоит из одного элемента sei, ..., m, а I = 
= 1, ..., m \ J, и множество N(7) = Р(1) П Q(I) Г! С Ф, то любая его по­
следовательность является J-оптимальной последовательностью множест­
ва Р (Г).

Для случая m = 2 из результатов работ (s, 10, “) можно получить 
утверждения, близкие к некоторым утверждениям настоящего пункта. 
При пг 2 для доказательства утверждений данного пункта используются 
результаты работ ('*,5,7,9).

3. Связь с результатами Чернова и Вайды. Следующие 
теоремы можно доказать с помощью результатов пункта 2.

Теорема 3. Пусть Вп Fn^ Ап° для и 1; а1п > 0 для п5? 1, t е 7; 
lim n~l In atn = 0, п -*■ для t 7.

Тогда при |,7| >1 для величин g (Fn, J) = min 2 «/«а" (e?) no en e Fn 
ieJ

справедливо соотношение

lim n~l ln g(Fn, J) = —Mj, n-*-
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Для случая, когда тп = 2, J = 1, ..., m, aln = ct> 0 для t е 7, n > 1, 
Fn = Вп для п 1 утверждение теоремы следует из результатов работ (’,8) •

Теорема 4. Пусть |J| >1,

hn (./) -1 -12 (2 (н? и Г / 2 и’1 (ц)
к-2г, '/eJ ' I teJ

Hn(j) = — |z|_i 2 2 и”(u)ln(и”(u) I 2н<1(и)
uenrt k=j ' I teJ

Тогда
lim n~l ln H„(J) lim ir' ln hn(J) = —Mj, n

Это утверждение доказывается с помощью оценок Вайды (*):

1 - yi-hn(J) <IJр 2 а? (/?) <hn (J) < (In4)_1 Нп (J),

гДе {/”} — последовательность из табл. 1. Относительно величины Hn(J) из 
результатов работ (2, 12) следует более точное утверждение 
lim n~l In — —Mj, п-+

Автор выражает благодарность Н. Н. Ченцову и Г. П. Климову за об­
суждение результатов работы.
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