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Многоэтапные задачи стохастического программирования являются 
математическими моделями перспективного планирования, управления 
динамическими объектами и многостадийного проектирования в условиях 
неполной информации.

1°. Приведем формальную постановку многоэтапной задачи стохасти­
ческого программирования.

Пусть Q,-, i = 0, 1,..., н,— некоторые множества — пространства эле­
ментарных событий <0; на г-м этапе. Пространство Qo состоит из един­
ственного элемента ®о. Обозначим через декартово произведение й;, 
i = 1,..., к; + ц.) е Q‘; Q" = Q. Пусть на Q задана вероят­
ностная мера Р. Мера (вероятностная) Рк па О'* определяется следую­
щим образом: если .+--'i\ то Ph = Р(А X Qk+1 X ... X Й„). Наконец, Рк — 
условная вероятностная мера на Qft: для любых A <= Qft, В — Qft_1

Р^А/ьл^^В) = Pk (А х В)
Pk (P.k x В)

Рассмотрим последовательность множеств Х;, i = 0, 1,..., п; Xi е X.. 
Множество Хо состоит из одной точки х0. Обозначим через Хк де­
картово произведение Х;, i = 1,..., к; хк = (xi,..., хР); Хп = X. Пусть для 
каждого а>к е Q" и х!‘ к = 1,... ,п, задана вектор-функция 4* О+. х>е) 
размерности тпк, а на множестве X для каждого и е Q задан ограничен­
ный снизу функционал tf>0 (со", хп). Пусть, кроме того, Gk = Gh(<nk), к = 
= 1,..., и,— некоторые, вообще говоря, случайные множества, а Ък = 
= ЬДсо6-1) — случайные иц-мерные величины — ограниченные измеримые 
вектор-функции от Соответственно &ft((i+_1) — вектор-функцпя раз-

k
мерности 2 mi- Определим норму следующим образом:

i=l

II С®6”1) II = maX (I l> SU₽ I M l> • • ■ ’ SUP \bk | ),
ы1 <+~l

где через | Ip | обозначается эвклидова норма вектора bj в тпрмерпом эв­
клидовом пространстве. Совокупность всех таких векторов образует бана­
хово пространство Вк-

Обозначим, кроме того, через М (фй(<в\ +9) математическое ожида­
ние -фл- Функции Fb>, Fu, х, Fx и Fx/a соответственно — функция распреде­
ления и, совместная функция распределения и и х, безусловная и 
условная (в предположении, что известна реализация ®) функции рас­
пределения х.

2°. Рассмотрим следующую многоэтапную стохастическую задачу:

Л/ф0(®п, ж") inf, (1)
МхрР<Р\ хр Ък, (2)

xh^Gk, к = 1,..., п. (3)
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Чтобы задача была полностью поставлена, необходимо еще указать, 
являются ли ограничения безусловными или условными, определяются ли 
решения задачи в чистых или смешанных стратегиях и среди какого 
класса измеримых функций или распределений следует искать решение.

В зависимости от содержательного смысла конкретных многоэтапных 
задач планирования, управления или проектирования решение на каждом 
этапе можно вычислять как детерминированный вектор, как решающее 
правило — функцию от реализованных и наблюденных случайных парамет­
ров условий — или как решающее распределение — условное распределение 

в предположении, что получена та или иная информация о реализован­
ных значениях случайных исходных данных. Информация, поступающая 
к моменту выбора очередного решения, определяет информационную 
структуру задачи и конкретизирует ее постановку.

Общая многоэтапная стохастическая задача с безусловными ограниче- 
ниями имеет вид

$ фо ( a", x^dF^<жП-
£2пХХп

> inf, (4)

$ ф/г(а'г, i
nkxXk

(5)

xk e б?А(со4), к = 1,... , п. (6)
Из множества информационных структур, отвечающих многоэтапной

задаче с условными ограничениями, выделим несколько классов, пред-
ставляющих наибольший интерес для приложений.

Пусть задача с условными ограничениями решается в смешанных 
стратегиях. В этом случае конкретизация модели (1) —(3) имеет вид

$ Фо (»", жп) dF^n хП -> inf, (7)
апххп

$ Фй (м\ xk) dFxjMk dF^k-i > bk (8)
о4хх4

xh e= Gk((ah'), к = 1,..., n. (9)

Решением задачи является набор функций распределения Fx/c/w»-<. Бу­
дем говорить, что задача решается в апостериорныхре- 
шающих распределениях, если определяются после реа­
лизации и наблюдения случайных параметров со\ Апостериорные решаю­
щие распределения зависят от xh~l и со6. Задача решается в априорных 
решающих распределениях, если Fxk/v'' определяется после 
реализации и наблюдения со*-1, но до наблюдения оц. Априорные решаю­
щие распределения зависят от хк~1 и со4-1.

Пусть теперь задача с условными ограничениями решается в чистых 
стратегиях. При этом конкретизация модели (1) —(3) принимает вид

$ Фо (со", inf, (10)

5 Ф* dF^^k-i > bk (oA-1), (H)

x'!^Gk(ak), k = 1,... ,n. (12)

Решением задачи является набор функций хк от реализованных и на­
блюденных случайных параметров условий задачи. Будем говорить, что 
задача решается в апостериорных решающих прави­
лах, если решение принимается после реализации и наблюдения со4. 
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Апостериорные решающие правила имеют вид xh = хк(шк). Задача реша­
ется в априорных решающих правилах, если решение прини­
мается после реализации и наблюдения со'1-1, но до наблюдения сщ. Апри­
орные решающие правила имеют вид хк = xh(ok_1).

Будем называть задачи (7) —(9) (или (10) —(12)) многоэтапны­
ми стохастическими задачами в жесткой постановке, 
если условия вида (8) (или соответственно (11)) в них отсутствуют и ре­
шение на i-м этапе принимается после наблюдения параметров условий 
и решений предшествующих этапов.

3°. Соотношение между решениями многоэтапных задач стохастиче­
ского программирования с безусловными и условными ограничениями 
определяется следующим утверждением.

Теорема 1. Пусть U — множество допустимых решений многоэтап­
ной стохастической задачи с безусловными ограничениями

U = (хп <^G,X . ..XGJ xh) X bk, k = 1,. . ., n},

a V[bl— множество решений (решающих правил или решающих 
распределений, апостериорных или априорных) задачи с условными ог­
раничениями,

ПИ®"-1)] =
= {хп е Gi X ... X Gn I (со*, ж4) / со*-1 ] X &А(ик-1), k = 1, ..., п}.

Тогда

U = {хп е У[5’!(ы"^') ] /#^(wk_1) = bk, к = 1,..., п}.

4°. Установим соотношения между решающими распределениями и 
решающими правилами.

Ясно, что если функция -ф0 и компоненты вектор-функций — выпук­
лы по х при каждом со, то оптимальные значения целевого функционала, 
достигаемые на решающих распределениях, достигаются и на решающих 
правилах. Для стохастических задач в жесткой постановке оптимальные 
априорные решающие правила определяют такое же значение показателя 
качества решения, что и оптимальные решающие распределения.

Для апостериорных решающих правил и решающих распределений 
имеет место более сильное утверждение.

Теорема 2. Пусть
а) вероятностная мера на£1 = О.п непрерывна,
б) существуют положительные функции go(®") и ^(ык), ограничи­

вающие по модулю соответственно ip0(®n, хп) и все составляющие 
трДсо'1, хк).

Тогда оптимальные апостериорные решающие правила многоэтапной 
задачи стохастического программирования определяют такое же значение 
целевого функционала, что и оптимальные апостериорные решающие рас­
пределения.

Теорему достаточно доказать для одноэтапной задачи. Вначале приво­
дится метод построения отображения со рм, относящего каждому со е Q 
вероятностную меру цщ на X так, что для любых множеств А — Q и 
функций /(со, х) имеет место

J /(со, х) dFarX
АхХ

Поскольку цш — вероятностная мера, имеет место соотношение 



где
ф (со, х) = х)}, i = i,.. ,,т,

Y(со) = {у е Rm+l | yi = фч (со, х) для некоторого х <= X, г = 0, 1,..., т}.

Из теоремы Кастена (') следует, что при условиях а) и б) имеет 
место равенство

§ Y (со) dFm = со Y (со) dF„. 
n h

Поэтому
W Ф (ю> х) dFa GE со Y (со) с2/'(„ = Y (со) dco 
q х п Q

и существует функция х(со) такая, что

У-ф (со, x(ti)))dFa = jHip(co, a:)d[im]-dFw = J ф(со, x)dFa>tX.
a q x J cm
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