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1. Пусть p(z), 0 (z)—характеристики в смысле М. А. Лаврентьева 
отображения w = f(z) в области D; p(z) 1 определена почти всюду в D; 
0(z), 0< 0(z) < 2л, определена почти всюду на множестве {z : p(z) > 1}.

Классическая теория квазиконформных отображений рассматривает 
случай

ess sup р (z) sg7 q oo,
z=D

в котором имеется теорема существования и единственности (1_3).
Нарушение глобальных свойств квазиконформных отображений с не­

ограниченными характеристиками (см., например, (7)) приводит к двум 
возможным подходам выделения классов отображений, в которых имела 
бы место теорема существования. Первый из них (локальный) связан с 
работами (4,5)> где устанавливается существование гомеоморфизма пло­
скости на себя, локально квазиконформного вне множества

Е = {z: lim ess sup p(£) = oo}.
e-*0

В то же время И. H. Песиным (в,7) было замечено, что глобальная теория 
отображений с неограниченными характеристиками может быть развита, 
если потребовать ограниченность некоторого интегрального среднего (по 
крайней мере, экспоненциального типа) от p(z). В выделенном им спе­
циальным образом классе отображений «квазиконформных в среднем» 
также имеет место теорема существования. Следует отметить, что сущест­
вование искомого отображения в этом случае может быть установлено 
фактически в классе, более узком в сравнении с классом, определяемым 
И. Н. Песиным. Здесь мы формулируем утверждение, уточняющее упомя­
нутую теорему существования И. Н. Песина и указываем также одно до­
статочное условие единственности.

2. Пусть w = f(z) = u(z) + iv(z)—непрерывное отображение обла­
сти D плоскости z = х + iy в плоскость w = и + tv. Вещественные функ­
ции и(х, у), v(x, у) предполагаем обладающими обобщенными в смысле
C. Л. Соболева частными производными первого порядка.

Пусть Ф(1)—некоторая выпуклая TV-функция (8), удовлетворяющая 
условию

1
Будем говорить, что отображение w = f(z~) принадлежит классу ВТкф в

D, если
II X(z,/) ||Ф^ к< оо,

где A(z,/) = (щ2 + иу2 + щ2 + к/)'/!, а в качестве || • ||Ф берется норма Ор- 
лича (см. (8)).
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Данный класс отображений (при несколько ином определении) был 
введен В. М. Миклюковым (9) в качестве непосредственного обобщения 
класса ВLh (10).

Лемма 1. Класс отображений BLjF равностепенно непрерывен и 
замкнут относительно равномерной сходимости в области D.

3. Пусть D — произвольная ограниченная область и Е — замкнутое 
множество, E ~D. Обозначим через C(E,D) совокупность неотрицатель­
ных бесконечно дифференцируемых, финитных в D функций ф(г) таких, 
что ф (z) =1 при z е Е и ф (z) =£1 при z^D'E.

Для некоторой TV-функцпи Ч7 (т), имеющей непрерывную строго моно­
тонно возрастающую производную, величину

C.V.m(£, D)~ inf Ч7 [| (z) |j dx dy
9<=C(E,D)

назовем вариационной Ч^-емкостью (или просто Ч^-емкостью) множест­
ва Е относительно области D.

В некоторых простых частных случаях ЧТ-емкость может быть вы­
числена.

Лемма 2. Пусть D : | z | < R, Е : | z [ г, 0 < г < R.
Тогда

R
C.N.m{E, D) = 2л Т |ф' tdt,

Г

где Ф(т) —N-функция, дополнительная к Ч7 (т) (8), a v0 — единственный 
положительный корень уравнения

)®' (1) д=1-
г

Нас будут интересовать лишь множества нулевой Ч7-емкости. Хорошо 
известно, что при Ч7 (г) = т2 + е, е > 0, плоских множеств нулевой Ч^-емко- 
стп не существует.

Пусть, здесь и далее, Ф (т) и Ч7 (г) суть дополнительные друг к другу 
Л7-функцпи.

Лемма 3. Еслик— мера Хаусдорфа с

1

замкнутого множества Е <^D равна нулю, то

C.V.(T)(£, D) = 0.

4. Рассмотрим следующий специальный класс TV-функций. Пусть 
F(t)—некоторая дважды непрерывно дифференцируемая TV-функция, 
удовлетворяющая условию

[lnF(T) ]" 0 при t 5= t0 > 0. (1)

Введем функцию Ф(Т) равенством

Ф(£) = [t/M~l(t)]2,

где ТИ-1(£) — функция, обратная кТИ (i) = iVF(i2).

1290



Условие (1) позволяет сделать следующие заключения о функ­
ции Ф (i):

1) Ф(0 есть TV-функция, обладающая непрерывной строго монотонно 
возрастающей производной;

СО

1
Заметим, что условию (1) удовлетворяет, в частности, TV-функция 

F(t) = exp7l+GC—1, а > 0, участвующая в теореме существования 
И. Н. Лесина.

5. Справедлива следующая
Теорема. Пусть p(z), 0(z)—измеримые функции, задающие рас­

пределение характеристик в круге D : |z| <1 и [р (z)] dx dy К ос 
п

для некоторой N-функции F(t), удовлетворяющей условию (1).
Тогда существует топологическое отображение u?=/(z) круга 

D : |z | <1 на круг А : |zn| <1, /(0) =0, f(l) = 1, характеристики которо­
го почти всюду в D совпадают с заданными p(z), 0(z) и такое, что 
/ е BLk® в D, /' е BL,,, в А.

Функция Ф(Т) определяется по F(t), как в п. 4; ki, k2— постоянные, 
определяемые по К.

Если потребовать дополнительно, что множество

Е = {z GE D: lim ess sup p(£)=oo}

замкнуто, E " D и имеет нулевую ^-емкость относительно D, то отобра­
жение w = f(z) единственно в указанном выше классе.
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