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Задача о капиллярном гистерезисе в модели разветвленных пор пере­
менного сечения решалась ранее (*) с применением сложной графической 
техники. Ниже дается более простое решение этой задачи, основанное на 
методах теории ветвящихся случайных процессов и использующее тот же 
аппарат, который применен в работах (2, ’) для решения задачи о капил­
лярном равновесии в пористом теле. Уравнения, которые будут выведены, 
пригодны для самых различных моделей ветвления и гофрировки пор,, 
в том числе для введенной в (3) модели диффузионной гофрировки.

Рассмотрим задачу об освобождении пористой среды от несмачивающей 
жидкости при снятии давления. Будем вычислять вероятность z(r|rt, г2) 
освобождения сечения с радиусом г при увеличении критического радиуса 
от Tj до г2. Исследуем сначала случай r2 < 2т\, когда не действует разрыв­
ный механизм освобождения. Сечение поры освободится от жидкости, если 
оно, с одной стороны, имеет жидкую связь с внешней поверхностью по­
ристой среды, т. е. соединено с ней порами, заполненными жидкостью, а с 
другой стороны, принадлежит к системе пор, не содержащей «ловушек» с- 
радиусом r>r2 (*)• Когда названные условия выполнены, мы будем гово­
рить, что пора соответственно «открыта для жидкости» и «открыта для 
газа».

Пусть q (г |tj) —вероятность того, что, двигаясь в определенную сторо­
ну от некоторого сечения А (г) с радиусом г по порам с радиусом г > г,, 
нельзя уйти на бесконечное расстояние от исходной точки. Так как сече­
ния с радиусом г<г1 пусты, а сечения с радиусом г1<?'<г2, связанные 
жидкой связью с одной стороны с поверхностью, а с другой стороны,— с 
рассматриваемым сечением А (г), не могут освободиться от жидкости рань­
ше, чем освободится сечение А (г), вероятность того, что сечение А (г) 
(удаленное от границ пористой среды) открыто для жидкости до самого 
момента освобождения, равна 1 — q (г | .

Чтобы было выполнено второе условие освобождения, необходимо, что­
бы, двигаясь в другую сторону от рассматриваемого сечения А (г) по любо­
му возможному пути вдоль ветвящихся пор, можно было дойти до первона­
чально незаполненных сечений (с r<rt), ни разу не проходя через сече­
ние с радиусом г>г2. Обозначим вероятность этого через qi (г |rt, г2). Так 
как оба упомянутых условия должны быть выполнены одновременно, при­
чем безразлично, с какой стороны сечение открыто для жидкости, а с ка­
кой — для газа, искомая вероятность освобождения равна

z(r|rt, r2) = 2ql(r\rl, r2) [1 — д(г|п)]. (1)

При г2 > 2г, включается разрывный механизм освобождения, который 
может: а) освободить сечение с радиусом г < ’/гГг, открытое для жидко­
сти, б) разорвать жидкую связь, имеющуюся у сечения с г > 'Аг2, в) отре­
зать это сечение от ловушки с радиусом г > 7-2. После включения разрыв­
ного механизма вероятность того, что сечение А (г) с радиусом г > 1/^г2 от­
крыто для жидкости, становится равной 1 — | 'А^г), а вероятность тогог
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что оно открыто для газа,—71(г|’/г^г, г2). Поэтому вероятность того, что 
данное сечение освободится при изменении критического радиуса от г2 
ДО Г г + dr г

dz (г | гъ г2) = 2 dgl(r^8- - [1 - Ч (г I 72г2)] dr2. (2)

Уравнение (2) будет справедливо и до включения разрывного механиз­
ма, если записать его в виде

_ 2 dg,(r\r^_ (1 _ q (г | г.)}, (3)

где г* = max (г1} */2Г2). Так как при п > !/2Г2 величина г' не зависит от г2, 
интегрирование уравнения (3) в этой области снова приводит к форму­
ле (1). При r2>2rt удобно, применив интегрирование по частям, записать 
решение уравнения (3) в форме

z (г I г8) = 2?1 (г| П, 2гх) [1 - з(гI п)1 + 2 $ р) [1 - 3 (г | 1р)] Х
2ГХ

X dp = 2?1 [г | у r2, г2) [1 — q [г 11 г2+ 2 \ (г 11 р, р)dq (^р /2р- dp. (4) 
2Г1

Функция д(г|г‘) уже вычислялась ранее (2,3) в связи с решением за­
дачи о капиллярном равновесии. В рамках модели разветвленных пор с 
диффузионной гофрировкой она определяется решением интегродифферен- 
циального уравнения (®)

оо оо

D (г) + и (г) £ - v (г) q + J 2V (г, г', г") q (г') q (г") dr'dr" = 0 (5)
О о

страничным условием q (г) = 1 при г С г* (другое граничное условие — 
ограниченность при г -* °° или отсутствие потока вероятности при г = rmax). 
Вдесь D — «коэффициент диффузии», характеризующий степень гофриро- 
ванности пор; и — «скорость», связанная с функцией распределения ра­
диусов пор ср (г) соотношением и = Dd In ср/ dr; N (г, г', г") —вероятность 
ветвления поры с радиусом г на две поры с радиусами г' и г", отнесенная к 

оо оо

единице длины поры, и v = j N(r, г', г")dr' dr". Функция ?i(r|r*, г2) 
о о

удовлетворяет в точности тому же уравнению, но с дополнительным 
граничным условием qA (г) = 0 при г > г2.

При г>г‘ всегда 3i(r|r*, г2) <з(г|г") С 1. С увеличением г2 функция 
д1 (г | г*, г2) монотонно возрастает от нуля при г2 = г до единицы при г2 = 2г. 
Величина 1 — q (г | г*) при г2 > 2г, монотонно уменьшается с ростом г2 и 
при г2 = 2г обращается в нуль, после чего дальнейшего освобождения сече­
ний с данным радиусом не происходит. При г* = ’/2г2 = г* (где г* — крити­
ческий радиус в точке пробоя пористой среды) величина 1 — з(г|г*) обра­
щается в тождественный нуль. В этой точке вероятность жидкой связи с 
поверхностью становится равной нулю, несмачивающая жидкость распа­
дается на отдельные островки и освобождение пористой среды прекраща­
ется. Вероятность освобождения сечения с радиусом г при полном снятии 
давления получаем, полагая в формуле (4) г2 = 2г*:

z*(r|r1) = 2 gi(r|yp, pj (У2Р)-dp- (6)
2Г,
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(7)

Остаточное заполнение вычисляется по формуле

у*(г|г<) == 1 — q- (г | г,) — z* (г |г»).

Из формулы (6), в частности, следует, что сечения с г > 2г*, будучи 
однажды заполнены, никогда не освобождаются.

Рассмотрим простейший пример. Пусть имеется равномерное распре­
деление пор по радиусам в интервале (/’max, Гтш) и радиусы пор в узлах 
ветвления некоррелированы. Тогда <р(ж) =1 (х = (г — гтш) / (гтах — гт1п),

Рис. 1. Зависимость вероятности осво­
бождения поры при полном снятии дав­
ления z* от безразмерного радиуса по­
ры х при различных начальных давле­

ниях

Рис. 2. Изменение заполнения пори­
стой среды при снятии давления. 1 — 
равновесное заполнение при повы­
шении давления несмачивающей 

жидкости

О «£ х С 1), N (х, х', х") = vcp(a:/)cp(^" ) и и = 0. Уравнеие (5) сводится 
к виду ,

1
-g- = x2(g--(?2), Q^qlxjdx, (8)

О
где х = (rmax — rmln) (v / £))

Решение уравнения (8) с граничными условиями q = 1 при х х\ 
dq / dx = 0 при х = 1 дает

q (х | х*) = Q2 + (1 — (?2) ch х (1 — х) / ch х (1 — х"),

| 1 пРи
| [1 — х* — x_1thx(l—я;*)]-1—1 при

(Ю)

где х* — корень уравнения

х* + х_| th х (1 — х*) = V2.

Решая уравнение (8) с граничными условиями q = 1 при х х*, q = 0 
при х х2, получаем

(И)

@i(®‘, хг) ={1- [1-4(ж,+ Чг)(хг-х*-2Чг)],/!}/2(а:*+Чг), 
Т = х~* th ’/гх (х2 — х*).

Дальнейший расчет выполняется путем численного интегрирования.
На рис. 1 представлены типичные зависимости вероятности освобожде­

ния при полном снятии давления от радиуса поры при различных значе­
ниях г,. Все кривые проходят через максимум, так как поры малого ра-
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диуса (близкого к п) с большой вероятностью пусты, а поры большого ра­
диуса, раз заполнившись, имеют мало шансов освободиться.

На рис. 2 кривые, отходящие от кривой 1 (изображающей равновесное 
заполнение пористой среды при увеличении давления), показывают, как
изменяется заполнение среды при снятии давления. Все они 
горизонтальные прямые линии за точкой х2 = 2х^.
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