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Рассматривается краевая задача для уравнения

Au+Vu+/=0 (1)

в неограниченной области Q n-мерного эвклидова пространства Еп при 
условии на границе 5Й

п|аа=0, (2)

где К — положительная постоянная, f=f{x) — функция, достаточно быстро 
убывающая на бесконечности. Известно, что если область ограни­
чена (в этом случае будем называть границу ЭЙ конечной), то краевая 
задача (1), (2) однозначно разрешима в классе функций, удовлетворяю­
щих на бесконечности условию излучения Зоммерфельда. Это условие, за­
писанное в форме Реллиха ('), имеет вид

lim J |ur—гАп|2dS=O, (3)

т0-><» S(r0)

где г— | х |, ит=ди!дг, 5(г0) =ЙП51(г0); здесь Si(r0) — сфера г=г0. Соответ­
ствующее решение задачи (1), (2) может быть получено с помощью прин­
ципа предельного поглощения, т. е. как предел /?2/ при z->-X2+iO, где 
Rt — резольвента оператора 1=—А, заданного на функциях, удовлетворяю­
щих условию 2, и рассматриваемого в пространстве Ь2(й) (см., например, 
£))•

В случае конечной границы в работах (3, 4) использовалась следующая 
форма условия излучения:

J (l’+r)_1|tir—i%u|2 dx<°o. (4)
Q

Из результатов работ (2,3) следует, что если /=О(г~п_Е) при г-><»г 
то задача (1), (2), (4) однозначно разрешима и ее решение совпадает с ре­
шением задачи (1), (2), (3). Физический смысл условий (3) и (4) совпа­
дает с физическим смыслом классического условия излучения Зоммер­
фельда (5). Каждое из условий (3), (4) будем называть условием типа 
Зоммерфельда.

Перейдем к рассмотрению областей с бесконечными границами. Для 
некоторых областей, допускающих разделение переменных (конус, пара­
болоид), условия типа Зоммерфельда обеспечивают однозначную разреши­
мость задачи (1), (2). Однако эти условия не являются универсальными. 
Так, в случае цилиндра с ограниченным поперечным сечением условия 
излучения имеют принципиально иной вид (6).

Известны некоторые классы областей, для которых условия типа Зом­
мерфельда гарантируют единственность решения краевой задачи (*, ’,8). 
В настоящей заметке доказывается, что если область удовлетворяет усло­
виям, введенным в (s) и сформулированным ниже, то принцип предельно­
го поглощения приводит к решению задачи (1), (2), (4). Тем самым эта 
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задача однозначно разрешима. При более жестких ограничениях на Q, ) 
решение оказывается совпадающим с решением задачи (1), (2), (3).

Пусть Еп(г0) — шар г<г0, Еп'(г0) — область т>г0,

Q(r0)=QAEn(r0), Й,(го)=ЙП£/(го),

dQ(r0) =бйПЛ'п(го), dQ'(r0) =д£2ПЕп'(т0).

Введем класс J\° областей Q, удовлетворяющих следующим условиям:
1) При любом г0>0 множество dfi(r0) является (га—1)-мерной поверх­

ностью Ляпунова в Еп-
2) В Еп существует такая система координат ад, и такие числа

П>0, х>1, что для всех точек х={х^, ..., xn)^dQ'(ri) имеет место нера­
венство (<?, х)г£0, где V —вектор внешней нормали в точке х, q — вектор 
с координатами (ад,..., xn-t, хаг„).

3) Если х>1, то существуют такие постоянные с0>0, Xi>l, что для 
всех точек x<^Q'(j\) имеет место неравенство xn^c0Rx‘, где R=(x2+ ...

В дальнейшем систему координат будем считать выбранной в соответ­
ствии с условием 2.

Замечание. Вектор q направлен по касательной к кривой, проходя­
щей через точку х и определяемой уравнениями вида

xh=xkt, k=i, 2,..., га—1, ж„=т„^, (5)

где t — параметр, £>0, тд — постоянные. Тем самым условие 2 означает, что 
вся поверхность dQ'(ri) освещается семейством (5) парабол степени х.

Из результатов работы (’) вытекает, что если Qeyp', х=1, то решение 
задачи (1), (2) единственно в каждом из классов функций, определяемых 
условиями (3) и (4). Аналогичное утверждение при х>1 следует из ре­
зультатов, полученных в (8) с помощью методики работ (2, 9). Отметим, 
что условие 2 наложено не на всю границу дй, а на ее часть dQ'(rt). По­
этому единственность решения не следует из теоремы единственности Рел- 
лиха (’)•

Положим р= (хг^2+хп2)''г. Введем полные пространства функций Ъ2, а, 
УУ2 р с нормами, определяемыми с помощью равенств

1|и||^д,₽ = J (1+г)_‘~?(lra|2+| Vral2)dx.
а

Теорема 1. Пусть ОеЛ9, f^L2, а, а>0. Тогда существует предел

lim гаг=га,

где uz=Rzf и сходимость имеет место в пространстве ₽ при любом ^>0. 
Предельная функция, и является решением задачи (1), (2), (4).

Приведем схему доказательства. Пусть z=p2+ei. Введем об­
ласть Л/(р0, ц4 плоскости z, определяемую неравенствами 0<p0<p<Pi, 
е>0, где Цо, Pj—постоянные. Через ck будем обозначать постоянные, не за­
висящие от геЖ(р0, pt). Положим v=uz ехр(—zpp).

Функция v удовлетворяет уравнению

Ara+2ip(Vp, Vra)+гргаАр+р2х(1—к) p~2R2v+ieu=f ехр( — грр) (6)

и краевому условию (2).
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Пусть [J>0. С помощью (6) получим, что для z^M (|То, Ц1) имеет место 
неравенство

j d+p)1+? 4(i+p)w г! (7)

Зафиксируем некоторое число 7е (О, а] следующим образом: возьмем 
7<2 при х=1, 7<min{2x_1, 2(1—Xi-1)} при х>1. Умножим (6) на 
гр?ц(я:)Ду, где р(ж) — гладкая функция, заданная в Еп и такая, что т)=0 
при т)=1 при г^2гь Перейдя к вещественным частям, проинтегри­
руем полученное равенство по области й. Используя краевое условие, ус­
ловия, наложенные па <9Й, и включение получим, что существу­
ют такие постоянные г2>0, с3, с4, что имеет место неравенство

J (1—p)v_2l Vrl2 dx^c3 J (№+l Vp|2)c/z+c4 J (1+p) 1+vl/l2 cZrc. (8) 
я a(r2) e

Используя неравенства (7), (8) и применяя основанные на теореме 
единственности рассуждения статьи (2), где доказано аналогичное предло­
жение для случая области с конечной границей, получим утверждение тео­
ремы.

Обозначим через Л9! класс областей йеЛ9, удовлетворяющих следую­
щему условию: для любых точек x(i\ а:(2)е5й имеет место неравенство 
6<сг12, где 0 — угол между внешними нормалями в этих точках, г12 — рас­
стояние между точками, с — постоянная. С помощью интегральных оценок 
функции v доказывается следующая

Теорема 2. Пусть ЙеЛ“1, Тогда решение задачи (1), (2), (4)
удовлетворяет условию (3).

Тем самым для указанных /, й условия (3) и (4) выделяют одно и то же 
решение краевой задачи.
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