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Пусть £(1) — действительный стационарный в широком смысле процесс 
с неизвестным математическим ожиданием m и заданной непрерывной 
корреляционной функцией г(£). В некоторых прикладных задачах возни­
кает вопрос об оценке среднего значения процесса £(£) по реализации, 
наблюдаемой только на определенной части интервала времени, в течение 
которого процесс доступен наблюдению. При этом даже в случае простей­
ших оценок не ясно, как наилучшим образом использовать возможные 
наблюдения процесса. В настоящей заметке рассматривается одна задача 
такого типа.

Пусть К — множество действительных измеримых функций g, опреде­
ленных на [О, У] и удовлетворяющих условиям

т
0< J g(t)dt=C, С<Г;

О

С, Т — фиксированные числа. Рассмотрим задачу о выборе функции g^K, 
для которой дисперсия оценки

г _< Т
™ = [ J S^dt j • J g(f)t,(t)dt, 

О

построенной по методу наименьших квадратов для среднего значения m 
по наблюдениям процесса Vg(t) £(£) на интервале [О, Т], минимальна. 
Случай, когда функция g является характеристической функцией некото­
рой системы интервалов на [О, Г] с общей длиной С, соответствует оцен­
ке тп, построенной по наблюдениям процесса £(£) на этой системе интер­
валов.

Очевидно

Мт=т,

Пусть

М(т—т)г=С~2^ J r(t—s)g(t)g(s)dtds.
О о

г г
F(g,h) = J § rtfs') g(t)h(s)dt ds

О о

для функций g, h^K, при этом F(g, h)=F(h, g), F(g, g)>0. Отметим так­
же, что множество К выпукло. Переходя от функций g(t) к функциям 

^g(t)dt и используя теорему Хелли, легко показать, что функция, мини­



мизирующая дисперсию оценки т в классе К, существует. Справедливы 
следующие утверждения относительно функции g*(i), минимизирующей 
дисперсию т.

Лемма 1. Для функции минимизирующей функционал F(g, g),
g^K, существует функция удовлетворяющая условию

МО, т], (I)
и такая, что F(y, %)=F(g‘, g*)- Если процесс £(£) имеет положительную 
спектральную плотность, то функция g*(t) удовлетворяет условию (1) 
почти всюду на [О, Т].

Л е м м а 2. Если функция g*^K такова, что

F(g*, g*)^F(g, g), g^K,
TO

E(g\ g*)<F(g\ g), g^K.

Доказательства лемм 1 и 2 используют неравенство Коши, спектраль­
ное представление корреляционной функции и некоторые простые рас­
суждения.

Леммы 1 и 2 позволяют установить следующую теорему.
Теорема 1. Функция g*, минимизирующая функционал F(g, g), 

g^K, есть характеристическая функция множества А’*<=[0, 71], определяе­
мого соотношениями

7
£"=|s: Jr(i—s)%Е-(i)У,

[dt-c. «■«)=&■(<)-{(,; t*E:

Доказательство теоремы 1 основано на соображениях, аналогич­
ных тем, с помощью которых доказывается лемма Неймана — Пирсона. 
Множество Е' определяется единственным образом и является симметрич­
ным относительно точки Т/2.

При сделанных предположениях множество Е* является объединением 
не более чем счетного числа интервалов, лежащих на отрезке [О, Т}. 
В том случае, когда множество Е* состоит из конечного числа интерва­
лов, для определения множества Е* может быть использована система, во­
обще говоря нелинейных уравнений с конечным числом переменных. Вы­
бор числа интервалов, составляющих множество Е*, осуществляется срав­
нением соответствующих дисперсий. Если множество Е* на интервале 
[О, */2Т\ состоит из интервалов (щ, к,), (и2, п2),..., (ил, рл), 0<h1<Pi< 
<и2<р2< ... <un<vn<l/2T, то числа щ, vt, и2, v2,..., ип, ип удовлетворя­
ют равенствам

ч,т
J [r(a—i)+r(uj+f)]%E.(1/27’—/=1,2,...,п,

О

(з;
'/.т
J [г(^—i)4-r(Vj+t)]xE.(‘/27'—/=1,2,...,n;
О

п
У, (p3-Uj) =‘/2С.
5=1
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Если множество Е* на интервале [О, Ч2Т} состоит из интервалов (щ, щ),
(w2, y2),...,(u„, l/2T), 0<u1<ra1<ra2< ... .<и„<1/2Г, то числа ut, vlt u2, 
v2,... ,un удовлетворяют равенствам

‘hr
J [r(u—г)+г(иД-£) IXs-CAT1—£)сй=%, ;=l,2,...,n;
и

V»r

J [r(vj-t)+r(vj+f)]%E-(1/27’-i)di=X, /=l,2,...,ra-l,
0

n—1

У, (щ-щ)+1/27’-ип=‘/2С.
j=l

(4>

Если Wi=0, то соответствующее равенство в системах (3) и (4) не 
обязано выполняться.

Легко показать, что в случае монотонно невозрастающей при £>0 кор­
реляционной функции r(t) некоторая полуокрестность точки 0 принадле­
жит множеству Е* и поэтому Ut=O.

Для случая процесса с корреляционной функцией

г (т) =о2 ехр {—а | т |}

(о2, а — положительные фиксированные числа) при любом числе компо­
нент множества Е* системы (3), (4) можно свести к решению двух урав­
нений. Именно, можно показать, что при любом числе компонент множе­
ство Е", удовлетворяющее условиям (2), состоит из интервалов, располо­
женных на расстоянии б, среди которых два крайние равны а, а все ос­
тальные у. Числа а, б и f определяются соотношениями

2а+(га-2)у=С, б=(77—С)/(га—1), е^-е-“а=е““(1-е-<‘5)

(га — число компонент множества Е‘).
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