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1. В заметке вещественный интерполяционный метод «средних»
Ж. Лионса — Ж. Петре (*,2) применяется к изучению поведения коэффи­
циентов Фурье по классическим ортогональным многочленам (к.о.м.) в 
соответствующих пространствах с весом £2, ₽. С любой системой к.о.м. 
естественным образом связаны пространства W™p, т>1 целое, типа 
пространств С. Л. Соболева, но с различными весами на производные раз­
ных порядков. Приводится их характеристика в терминах принадлежно­
сти коэффициентов Фурье по соответствующей системе к.о.м. простран­
ству 12 со степенным весом. Интерполяция методом «средних» между 
Lz р и пространствами W™p приводит к шкале Bl/1 , у>0, про­
странств тппа пространств О. В. Бесова (3) относительно полугрупп опе­
раторов в L2 р, тесно связанных с абелевым методом суммирования рядов 
Фурье по соответствующей системе к.о.м. Получена характеристика про­
странств В' I в терминах коэффиппентов Фурье.

Интерполяционный подход позволяет получить ряд новых фактов, 
а также многие известные результаты о коэффициентах Фурье по к.о.м.

2. Пусть (а, 6) — промежуток в Я1, L2—L2 (а, Ъ) — вещественное гиль­
бертово пространство квадратично суммируемых на (а, Ь) функций с 

нормой ||/||2= |/(г) |2dx)'A; вес р=р(х) — положительная измеримая на
а

(а, Ь) функция: L2,p=L2,p(a,b) = {f\pf^L2} с нормой ||/||2,Р=||р/||2. В даль­
нейшем (а, 6), р и некоторые связанные с ним величины фиксированы и 
имеют вид, отраженный в табл. 1.

В табл. 1 {р„}о°° — ортонормироваиная полная система к.о.м. в L2, р, 
рп — многочлен степени п с положительным старшим коэффициентом. 
Тип Р соответствует многочленам Якоби Р„’® , сс, fi>—1, тип // — обоб­
щенным многочленам Лагерра Ln\ а>—1, тип Н — многочленам Эрмита 
Нп. Весу р сопоставляем последовательность весов того же типа р>=и’р,_ 
7>0 —целое (п определена в табл. 1). Соответствующую систему к.о.м., 

обозначаем {pnJ}„“0; для f^L2,p
ъ

Cnj(/)= |/(ж)рп,,(ж)р№)(7я:; р=р0, Рп=Рп,о, с„(/)=с„,о(/).
а

В основе наших рассмотрений лежит следующее характерное для 
к.о.м соотношение (см. (4)):

п>1; (1)

штрих означает дифференцирование по х, определение v и hn, 3- см. в- 
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Таблица 1

Тип
К. О. м. а Ъ р Рп hn и V

р —1 +1 (1— х)а/2(1 Ц-х)Р''2 3)
х п

К+8+Т
(1 — х-)'д 1

а,3>-1

L 0 -|-оо жа/2е-х/2 1 V-X /2 V»

а> —1

Н —оо —|—ОО е-^,2 нп 2Х/2 1 V»

табл. 1 (hn=hn, 0; hn,j получается из hn при замене в таблице р на р;). 
Очевидно, ini hn, 3>0, supfen, j<°°.

3. Через D' обозначаем пространство вещественных распределений на
(а, Ь). Пусть W™p Р>, 7=0,1, целое, с нормой

Il/Нг,p;m=(SII/(i)ll2,р-)'Л; производные понимаются в смысле D'.
J-0

Лемма 1. EcMbf^W™? , п^О, то
3 

Cn.f (/(Л) =cn+j (/) JJ (п+к) 'hn+k,i-k.
h=i

Лемма 2. Пусть f^L2fP, пО1. Следующие утверждения эквивалент­
ны: 1) ; 2) абсолютно непрерывны на любом про­

межутке at>a, bi<b, и Pm-, 3) £ и2т'|с„(/) |2<<». При
n=l

этом нормы
00 Уа

Il/ll2,p;m, Il/ll2,₽+ll/<m)||2,pm U ( JT O+1)2mv|Cn(/)|2 ) ' 
п=0

эквивалентны на W™p
Доказательство лемм 1 и 2 проводится с учетом формулы (1) и 

возможности почленного дифференцирования в D' рядов Фурье по к.о.м. 
Частные случаи лемм 1 и 2 получены С. 3. Рафальсоном (5_8) по суще­
ству тем же способом.

4. Ниже через (•, •)«.?, О<0<1, обозначаем интерполяцион­

ный метод «средних» Ж. Лионса — Ж. Петре (*,2), а черезВ2Л =В2'4 (а, Ъ) — 
пространства О. В. Бесова (3). Известны соотношения jB^’ = (L2, 
W2m)v/m,q, где m>0 целое, 0<у<т, РУ,™ — пространства С. Л. Со­
болева на (а, Ь). Аналогичным образом вводим пространства 
В2.’р= (L2,p, W2mp)v/m,q, 0<y<m, К<7=С°о. в силу теоремы о рептерации (‘) 
пространства р’ не зависят от тп с точностью до эквивалентности соответ­
ствующих норм. Согласно свойствам вложения пространств «средних»

(’) В2’р<=В'’р, q<p, и В2’р<=В2’р, Ц>8, с соответствующими неравен­
ствами для норм.

Следующая теорема лает достаточные условия принадлежности клас­
су в терминах обычной интегральной гладкости.

Теорема 1. Пусть лг>1 целое, 0<ц<т, Kq^oo, и Ip, lpm, 1'рт,... 
..., Z(m)pm ограничены на {а,Ъ). Тогда, из f^B^9 следует If^B^’T
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Приведем характеристику пространств В^ на языке теории полу­
групп. Для целого, £>0, /еВ2, Р, полагаем

Срл (0 /= У, exp (~Znv*) сп (/) рп= J (?(,рЛ (•, у) / (у) tZy.
n=0 U

В важном случае v/c=l известны явные выражения для ядер
00

Qt.p.k JT exp (-tnvft) рл (ж) рп (у) eZ2,pXL2,p
П«вО

(см. (9)). При фиксированном к Gp,h(t), t>0,— сильно непрерывная од­
нопараметрическая полугруппа операторов в Ь2,р класса (Со) (см. (10)).

Следующая теорема получается применением результатов Ж. Лионса 
и Ж. Петре (‘) (через 1Р обозначаем единичный оператор в В2, ₽).

Теорема 2. Пусть у>0, l=Cy=C°°. Следующие утверждения эквива­
лентны-. 1)/еВ£’; 2) пусть к^\, целые, кпг>ц, и конечна вели­
чина

11/11&=11/11г,₽+( J (г^||[в₽л(г)-/р]т/||2,р)’-^)1/5

с заменой при q=°° второго слагаемого на sup i_T/A|| [Gp s(Z) —/р]т/||2 Р-При 
t>o

этом нормы Ч/||2*р,’м эквивалентны между собой и норме BY’j-
Следующая теорема позволяет при использовании пространств Вр’ ог­

раничиваться случаем 0<у<1.
Теорема 3. Пусть m>l, Zc>l целые, О<0<1, l'SyC'». Следую­

щие утверждения эквивалентны:

1) 2) f^WZ, f^B^.

5. Пусть Z?, деВ1.—пространство последовательностей {а„}о°°, для ко­

торых конечна норма (S (п+1)2Х|а„|2)'/!. Для f^L2,p полагаем Tpj— 
п = 0

= {cn(f)}0°°- Оператор Тр линейно и гомеоморфно отображает: 1) Ь2,Р на 
12 в силу теоремы Рисса — Фишера, 2) W™p , т>1 целое, на Z2mv в 
силу леммы 2 и, следовательно, в силу интерполяционной теоремы (*), 
3) В™ на (Z2,Z2™)v/m.g, 0<y<m, Последний результат позво­
ляет описать пространства Вр® в терминах коэффициентов Фурье. Всю­
ду далее у>0, 6=vy, 1/г= 11/2—1/у |.

Теорема 4. Если f^B Y/j , Ку<2, то
00

|с„(/) |’п’(’-,/г><оо.
П=1

В случае 6=1/г получаем достаточное условие для сходимости ряда

У lcn(f) |’, Ку<2. В частности, при у=1, 6=V2, теорема 4 превращается 
П=1
в аналог для к.о.м. классической теоремы С. Н. Бернштейна — О. Саса 
(“) об абсолютной сходимости тригонометрических рядов Фурье.

Следствие. В каждом из перечисленных ниже случаев ряд Фурье 
функции f^B^-p по соответствующей системе к.о.м. сходится абсолютно 
и равномерно на Х^(а,Ъ):
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1) 7=1/2> X — любой компакт в (а, Ъ');
2) для многочленов Якоби, а, fi>—1: y=max (*/2, 1+max («,£))> Л = 

= (-1,1);
3) для обобщенных многочленов Лагерра, а>—1: "f=max (’/2,1+ос), 

Л'=(0, со], со>0.
Следующая теорема, обобщающая теорему 4, при q=l является ана­

логом для рядов Фурье по к.о.м. результата А. Берлинга (i2) (см. также 
(*3)), полученного им для интегралов. Фурье.

Теорема 5. Пусть 1^д<2. Следующие утверждения эквивалентны-. 
1) ; 2) существует неубывающая последовательность положитель­

ных чисел {т]п}1°° такая, что 2№_1Лп_г<°° и 2 |ДпСп(/) |2<°°. 
п=1 71=1

Теорема 6. Следующие утверждения эквивалентны:
со

1) /ев2т₽; 2) £\2ММ/)12<~.
71 = 1

В условиях теорем 7 и 8 /еА2, Р,

En,p(/) = min
“л

/(«)- У.
л—J

— наилучшее приближение функции / алгебраическими многочленами сте­
пени =5тг—1 в норме Ьг, р.

Теорема 7. Пусть 2<q<°°. Следующие утверждения эквивалентны-.

1) 2) Yi p(f)n',b~'<°°. При выполнении любого из этих усло-
п—1

вий справедливо утверждение-, 3) для любой неубывающей последователь­

ности {r)„}i°° такой, что S га~''5~*т1п’'<00 имеет место неравенство 
п=1

f |ПпС„(/) |2<0°.
П—1

Теорема 8. Следующие утверждения эквивалентны-. 1)
2) Е- Р(/) =O(n_b), и->о°; 3) для любой неубывающей последовательности

{т]"}с“ такой, что У. п~2Ъ~'т\пг<°о, следует £ | T\ncn(f) |2<°°.П=1 71=1
Эквивалентность условий 1) и 2) теоремы 8 получена другим спосо­

бом С. 3. Рафальсоном (5). Для некоторых систем к.о.м. условия 2) тео­
рем 6 и 8, а, следовательно, и соответствующие пространства Bj.’p охарак­
теризованы в других терминах в (14,5~8,15).
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