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1. Пост ан о в к а задачи. Рассмотрим граничную задачу, порож­
денную системой дифференциальных уравнений

п
у1, g.j(a:) г=1,...,га, 0Сж<оо( (1)
j=i

и граничными условиями
г/1(0)=у2(0)= .. . =г/„(0)=0, (2)

в пространстве вектор-функций с п компонентами из 2’2(0, °°).
Пусть в дальнейшем выполняются следующие условия:
а) диагональная матрица Л7={б,,тп?} постоянна, неотрицательна, и 

если m~= шах (тс42—тга/), то тп¥=О;
ICt, З^п

б) вещественнозначные функции gy(x), i, 7=1,..., п, определены и не­
прерывны на полуоси; [0, °°);

в) при каждом матрица Q (ж) = {q^ (ж)} эрмитова;
г) ге||(?(ж)]|ехр (пг^еЗ’ДО, °°). (3)
В данной работе решается обратная задача теории рассеяния для само­

сопряженной граничной задачи (1), (2). При Af=O эта задача решена в 
(*). В рассматриваемом случае потенциальная матрица-функция Q(x)+M 
не исчезает на бесконечности и, очевидно, имеет конечный предел. Такие 
уравнения встречаются в многоканальной задаче квантовой теории рас­
сеяния частиц с отличными от нуля внутренними энергиями (см., напри­
мер, (2,3)).

В книге (3) изучаются некоторые свойства 5-матрицы граничной зада­
чи типа (1), (2) с финитными q^{x) и ставится обратная задача теории 
рассеяния для таких систем (см. гл. VIII, стр. 352).

2. Специальные решения. Рассмотрим матричное уравнение
-~Y"+Q{x)Y+MY=7zY, 0=Sz<oo. (4)

Уравнение (4) имеет аналитическое в верхней полуплоскости Im Х>0 и 
непрерывное вплоть до вещественной оси матричное решение Fix, К), 
удовлетворяющее условию

limF(a:, %)/_1(ж, X)=Z,

и существует матричная функция К(х, t) порядка пХп такая, что
оо

F (х, X) =/ (я, X) + J К (х, t) f (i, A) dt;
X

здесь f(x, A)=exp [j(A2Z—M)v’x] есть решение уравнения (4) при (?(;г)=0 
и Im(A2Z—M)’h7>0, если 1шА>0. Матрица-функция К(х, I) имеет непре­
рывные частные производные Кх, Kt' и справедливы оценки (5). (6) из 
работы (‘). Матрицы К(х, t) и Q(x) связаны между собой равенством

Q (х)——2К'(х, х). (5)
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ними условиями Ф (О, Л) =0, Ф'(0, %) =/.
3. О спектре задачи (1), (2). Нетрудно показать, что ядро ре­

зольвенты граничной задачи (1), (2) при Im Х>0 имеет вид

f F(x, X)F_1(O, Х)Ф(£, X), Кх,

I Ф(х, k)F~'(0, k)F(x, %), t>x.
Для простоты изложения в дальнейшем рассмотрим случай и=2, те,=0,

Теорема. Граничная задача (1), (2) имеет-, а) лишь конечное чис­
ло отрицательных собственных значений —рД, —ц22,..., —р/; б) лишь ко­
нечное число однократных собственных значений К2, "кг2,... ,кР2 из (0, тп2), 
которые являются квадратами общих нулей элементов второго столбца 
матрицы F(0, X); в) однократный непрерывный спектр на [0, т2); 
г) двухкратный непрерывный спектр на [тп2,

Формулировка аналога этой теоремы в случае произвольного п очевид­
на. Структура спектра граничных задач (1), (2) при финитных потенциа­
лах изучена также в работах (5,6) и др.

4. Определение данных рассеяния. Рассуждая так же, как 
и в работах (7,8), можно получить разложение по собственным функциям 
граничной задачи (1), (2). В этом случае равенство Парсеваля имеет вид

J U(x,k)U'(t,k)dk+Vuij(x)Uii-(t)+ytU2i(.x')U2l'(.t)=8(.x-t')I- (6) 

о 3=1 1=1

здесь нормированные собственные функции U(x, %), Uu(x), £72г(ж) опре­
деляются формулами

U («, к) = (2л) (ж, ^) ( q ~

F(x' х)(о, к) ад}(о,’ (мр) ’ М>т’ (7) 

t/(^, Х) = (2л)'-!{Р(ж,/.)-Г(ж,-л)5(Х)}, |7.|<т, (8)
ич(х)=Г(х, ZJT/i,-, /=1,. ,.,р, (9)

U2l(x)=F(x, 1=1,..., q, (10)

где Ml}, J=l,... ,p, и M2i, Z=l,..., q,— неотрицательные нормировочные 
матрицы второго порядка, ранги которых совпадают с кратностями собст­
венных значений к2 и —р,2 соответственно; к—(к2—т2)',г и Im fc>0, если 
Im Я.>0; матрица рассеяния

S(X) =F(ОД){F‘(ОД)}'1 при 1М>т,
S(k) = ( аи^’ ) при IXl<m.

\ «21 (к), 1 /
Для простоты изложения в дальнейшем предполагается, что 

det/ДО, Х)^0 при Х=0, к=±т.
Из (7), (8), (9) и (10) следует, что асимптотика нормированных соб­

ственных функций граничной задачи (1), (2) при z->+°° полностью 
определяется данными рассеяния

kj, М„, /=1,..., р; Мг1, рг, Z=l,..., q, S(k). (11)

5. О свойствах данных рассеяния и обратная зада­
ча. Из формулы (5) видно, что для определения Q(x~) достаточно знать 
матрицу К(х, t). Матричная функция К{х, t) удовлетворяет основному
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имеет только нулевое решение (Д, /2) с компонентами А(я) 0),
°°),где

Л1.(*) И—Зц (Л) )ехр (ikx) dk,
— 00

1 7 / x \1/2
F12(x,t) =--------J I —I s12(A,)exp(—ikx—ikt)dk,

2л J \ к /
— ОС

1 гF2l(x,t) =--------- I s2l(—k)exp(ikx—ikt)dk,
2n ML

Im 1=0

F22(x)
1 f / Z \
2зГ J \T/ {l-s22(-X)}exp(j/ca:)dX,

|X|>m
Im л—о

Ра(х,1') =----- s2(k)exp(ikx—ikt)dk.
2л J

5°. Число линейно-независимых вектор-решений однородного уравне­
ния

/(i)+J/(t)Fs(t, i)dr=O, 0<i<°°,
О

с компонентами из 3?2(0, °°) совпадает с суммой рангов матриц Мц, j=

Основная теорема. Условия 1°—5° достаточны для того, чтобы 
совокупность величин (11) были данными рассеяния граничной задачи 
типа (1), (2) с эрмитовой матрицей Q(x), для которой ||<2(z)|| exp Imzje 
^1(0, «=).

Замечание. Из основной теоремы следует, что между достаточными 
и необходимыми условиями на данные рассеяния имеется разрыв. А имен­
но, восстановленная матрица-функция удовлетворяет условию (14), от­
личному от условия (3). В некоторых классах потенциалов можно устра­
нить такой разрыв. Например, если Q(x) финитная или же при любом на­
туральном к, жА||<2(х) || exp (тх)^2\(0, .
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