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НЕОДНОРОДНАЯ КРАЕВАЯ ЗАДАЧА РИМАНА С БЕСКОНЕЧНЫМ 
ИНДЕКСОМ СО СЧЕТНЫМ МНОЖЕСТВОМ НУЛЕЙ И ПОЛЮСОВ 

ЕЕ КОЭФФИЦИЕНТА
(Представлено академиком П. Я. Кочиной 30 V 1973)

Краевая задача Римана Ф+=(?Ф~+£ с бесконечным индексом и непре­
рывным коэффициентом G(£)=/=() исследовалась в работах (4_9). Случай, 
когда G(i) имеет конечное число нулей и полюсов (и конечный индекс) 
изучен в работах Ф. Д. Гахова и Л. А. Чикина (*).

* Условие Гёльдера имеет вид l/(fi)~/(t2) l<Kll/ts —
** Условие 3) заведомо выполняется при и g'(°°)=0, но обратное не­

верно.
*** При нарушении условия 4) задача (1) может оказаться неразрешимой.

В данной статье рассматривается неоднородная краевая задача Римана 
с коэффициентом, имеющим бесконечное число нулей и полюсов.

В области D с границей L: {1<£<°°} рассмотрим задачу

Ф+(О=С(«)Ф-(г)+?(«), G(t)=G0(t) G^/G^t), (1)
где

G0(£)=exp(2ji[ipo(£)+npo(£) ] t11'), G, (0 (1—i/a„),
n=i

g2(o=JJ(i-w
n=l

при следующих предположениях:
1) 1<щ<а2<..., 1<61<&2<.. .,

lim £_pn£(£) =Д!>0, lim i_pre2(i) =Д2ЭгО, 0<р<‘/2, t—>оо t-^-oo
где пД£) означают число точек ап (соответственно Ьп) в |z|=S£, и

«1(0 = [ф(0* Р1, ф(оо)=Д1;

2) вещественные функции <р0(£), Ф»(0, ф(0 удовлетворяют услови­
ям *

фо(О, фо(О, ф(0еЯ1, Р>Р,
фо (1) =фо (1) =Ф (1) =0, <ро (оо) =Х>0, фо(о°)=¥, —oo<v<oo;

3) ** g(0e#w, Jlo>l-p, g(i)=g(°°)=o,
\g'(t+h)—g'(t) |<C17ii-pi(p-1)<2-p>, 0<fe<Af1_₽,

|g'(0 | A, Ci=const,
4) *** Д!—A2+2v tg рл>0, Ai+v tg рл<Х,

5) [фоСО^]', [фо(О«р]", [фо(Фр]', [фо(0ip] "еЯ(1-р), (2)

[фо(О* ₽]', [фо(0£р]'-*"0  при t^-oo. (3)
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Условия (2), (3) достаточно общие, например, можно взять

фо(0=Х+ 4>о(г)=у+ ай р;>0, Nt, 7£i=const.
i=l 1=1

Понятие порядка и индикатора функции (целой или аналитической 
в угле) берется нами из (2,6).

Задача (1) решается в классе В функций, аналитических и ограни­
ченных в D. Общее решение неоднородной задачи (1) будем искать в виде

®(z)=Y(z)+®0(z),

где Y (z) — общее решение в классе В соответствующей однородной зада­
чи, а Фо (z) ей — частное решение задачи (1).

Назовем канонической функцией задачи (1) функцию

X(z)=G2(z)exp{^- j
v wJlv ьО yt*-'  Л» ] J

(4)

и введем целую функцию

n=i
(5)

одно-

удов-

— не-

(6)

Теорема 1. Каноническая функция X(z) является решением 
родной задачи (1) в классе В, причем Х+ (а„) =0.

Следствие. Всякое решение Чг(г)ей однородной задачи (1) 
летворяет условию Чг+(ап) =0.

Следствие вытекает из представления Т1 (z) =X(z).F(z), где F(z) 
которая целая функция.

Рассмотрим сначала частный случай: g(an)=0, п—1,2,... Применяя 
метод Ф. Д. Гахова, берем частное решение задачи (1) в виде

/ ч Г gtrfdxф"(8)=-^г1 тг«(^)"ф,(г)й(2)’

где 4Fo(z) — частное решение класса В однородной задачи, подобранное 
так, чтобы интеграл в (6) сходился.

Теорема 2. Если g(an') =0, n=t, 2,..., то функции

принадлежат классу В, а функция (6) есть решение неоднородной зада­
чи (1) в классе В.

Общий случай сводится к частному преобразованием краевого усло­
вия (1): 

— oo<i<oo,
где

Imz>0.
гг —

Функция g(z) аналитична в Im z>0 и решает интерполяционную за­
дачу: f(a„) =g(«„), поэтому g.(«n) =0. Доказывается, что g(z) ограничена 
и непрерывна в Im z>0.

Теорема 3. Краевая задача (1) имеет бесконечное множество огра­
ниченных решений, общий вид которых дается формулой
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(D+(z)=X(z) [ Л(2) Г
2лг J

g~(x)dx
V.Wfr-z)

ос

+ ЗД £
П=1

g(fln)
Ч'о+Ч^Нг-О

Im г >0,

где функции X(z) и F0(z) определены равенствами (4), (5), a F(z) — 
целая функция порядка pF=Cp, удовлетворяющая при рр=р дополнитель­
ной асимптотической оценке

In.lZ'Xi) \ CF—In | -------j | — t - ------dx—лф0(4 ip,

n=l 1
При доказательстве теорем (2) и (3) используются следующие утверж­

дения (в дальнейшем Х,>0 обозначают постоянные).
Лемма 1. Если ф(£) задана на [1, °°) и 

|cp(i+/i)— <р(7) |<KlhV(p~'), 0<ц<1, 0<h<At'~p, .4=const, 
|<p(f) I <Kj~\ 6>0, ф(1)=0,

то функция

z(f)_
J x—t

ограничена на
Лемма 2. Функция f(t)—gt(t)/W0+(t) удовлетворяет условиям лем­

мы 1.
Л е м м а 3. Функция

г g. (ж) dx
£ Ч%+(4> (ж-*)

ограничена на оси
Основная трудность всей работы заключается в доказательстве лем­

мы 2, причем, с особой сложностью устанавливается оценка 
\g*'(t+h) —g/(t) |<да‘-^р-1>(2-р) при ?г<4«1-р.

Теорема 4 (аналог теоремы В. И. Мацаева (‘°)\ Пусть <p(z) анали­
тична в верхней полуплоскости Im z>0. непрерывна в 1шз>0 и

In |<p(rei9) |<X4(sin 0)~3гр. s>0. р>0, О<0<л,
равномерно по 0 при г>г0

In | ф(£) | СК5£₽ при t>r,..
Тогда асимптотически равномерно по 0

In |ф(гег’8) |
В заключение автор выражает глубокую благодарность проф. 

Н. В. Говорову, руководившему настоящей работой.
Кубанский государственный университет Поступило
Краснодар 29 IV 1973
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