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В работе показывается, что ограниченные выпуклые множества, замкну­
тые относительно сходимости по мере в «хороших» пространствах измери­
мых функций, обладают рядом полезных свойств, выполнение которых ра­
нее чаще всего связывалось с условием компактности. Результаты сформу­
лированы для широкого класса пространств измеримых функций, ног 
по-видимому, они являются новыми даже для пространства В1 [О, 1].

1. Обозначения и терминология. В терминологии и обозначе­
ниях из теории векторных решеток мы следуем (*)■  Напомним некоторые 
сведения. Пусть Е — К-линеал (векторная решетка). Для М<=-Е пола­
гаем Md—{x^E: ИА1И=0 для любого у^М}. Множество М<=Е называ­
ется нормальным, если (х<^Е, у^М, |ж| | у\) => (х^М). Линейное нор­
мальное множество в Е называется идеалом. Идеал Y в Е называется фун­
даментом, если Уй={0}. Идеал Y в Е называется компонентой, если 
У=(УЙ)Й. Через Е (соответственно Е) обозначается пространство регу­
лярных (соответственно вполне линейных) функционалов на Е. Если Е 
есть A-пространство (условно полная векторная решетка), У — компонен­
та в Е, то через Ргу обозначается оператор проектирования Е на У (см. ('), 
гл. IV, § 3). ATV-пространством называется У-пространство, являющееся 
нормированным пространством, с монотонной нормой. Сопряженное к нор­
мированному пространству Е обозначается Е*.  Напомнйм, что для банахо­
ва ТГУ-пространства Е справедливо Е*=Ё.

Пусть (Г, S, ц) — пространство с мерой, где Т — множество, S — неко­
торая о-алгебра его подмножеств, р — неотрицательная счетно-аддитивная 
мера на S. Полагаем 2(ц) = {Ае£: р,(А)<°о}. Через S=S(T, S, ц) обозна­
чается пространство всех вещественных измеримых почти всюду конечных 
функций с отождествлением эквивалентных и естественным упорядочени­
ем. Через т обозначаем топологию ц-сходимости на S, базис окрестностей 

нуля которой состоит из множеств вида U (А; е) = 

где АеЕ(ц) и число е>0 произвольны. Для Х<=5 через т(Х) обозначается 
топология на X, индуцированная топологией т.

На протяжении всей работы (У, S, ц) есть пространство с мерой, удов­
летворяющее следующим условиям: a) (A<=B^Y, ц(В) =0) => (AeS); 
б) если для некоторого А^Т при любом BeS(p.) справедливо BHAeS, то 
4^5; в) для AeS справедливо p,(A)=sup {ц(В): BeS(p), В<=А}; 
г) 5(7’, S, ц) есть ^-пространство. Напомним, что если ц п-конечна, то 
условия б), в), г) выполнены автоматически.

Пусть X есть фундамент в 5=5 (71, S, ц). Полагаем

Х'= Ix'^S : Ixx'l d[i<°o рдя любого х^Х
т
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Напомним, что X' можно отождествить с X, если х'^Х' сопоставить 
Jx'sX, действующий по формуле fX'(x)=^xx'dp, х^Х (2). Через л обозна­
чаем оператор естественного вложения X в X. Фундамент X в S называет­
ся рефлексивным по Накано, если X' есть фундамент в S и X" =Х (т. е. 
если X тотально на X и л(Х)=Х). Через Л обозначаем совокупность всех 
фундаментов в 5, рефлексивных по Накано. Напомним, что для ХеЭ1 про­
странство л (Х)_есть компонента в пространстве X всех регулярных функ­
ционалов на X, поэтому имеет смысл оператор проектирования Ргя(Х): 
Х-л(Х).

Отметим, что если ХеЛ и множество М~Х ограничено в слабой тополо­
гии о(Х, X), то М замкнуто в (X, т(Х)) тогда и только тогда, когда М 
замкнуто в (5, т).

2. Основные результаты.
Теорема 1. Пусть XeJl, V — непустое выпуклое множество в X, 

W — замыкание множества л (У) в X в топологии о(Х, X). Тогда
а) если V замкнуто в (X, т(Х)), то

рГл(х)ИЛ = л(У); (*)

* Норма в ^-пространстве Е называется непрерывной, если из я„Ю в Е следу­
ет, что 11а:„11->0.
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б) если V ограничено в топологии о(Х, X) и удовлетворяет условию 
(*),то  V замкнуто в (X, т(Х)).

Замечание. В теореме 16) условие о(Х, X)-ограниченности множе­
ства V опустить нельзя (достаточно рассмотреть случай X=L2[0, 1],

V=(x^X: $x(t)dt=O}).
О

Теорема 2. Пусть Xe9l, Z — фундамент в X. Пусть V, и V2 — непус­
тые, выпуклые, непересекающиеся множества в X, замкнутые в (X, т (X)). 
Если одно из них о(Х, X) -ограничено, тс существует функционал f^Z та­
кой, что sup /(УО <inf/(У2)•

Теорема 3. Пусть X<^$t, {УЕ}£еа— центрированная система выпук­
лых, о(Х, X) -ограниченных, замкнутых в (X, т(Х)) подмножеств прост­
ранства X. Тогда П Vt^=</).

tes

Теорема 4. Пусть Х^Л, V, и У2 — выпуклые, о(Х, X)-ограниченные, 
замкнутые в (X, т(Х)) подмножества пространства X.

Тогда множество Vl+V2={v1+v2: ut^Vt, г>2<=У2} замкнуто е (X, т(Х)).
Теорема 5. Пусть ХеЭ1, V—непустое, выпуклое, о(Х, X)-ограни­

ченное множество в X, замкнутое в (X, т(Х)). Пусть /1е2, — характе­
ристическая функция множества А.

Тогда множество {х%А: я<=У} замкнуто в (X, т(Х)).
Теорема 6. Пусть ХеЭ1, X есть KN-пространство и в X выполнено 

следующее условие-, если направление {ха} в X таково, что и
sup то существует x=sup ха^Х и ||xr||=sup ||жа||. Пусть V, и У2—
непустые, выпуклые множества в X, замкнутые в (X, т(Х)). Если одно из 
них ограничено по норме в X, то существуют такие x^V,, x2^V2, что 

Iki—xr2ll =inf — z/2||: y^Vi, г/2еУ2}.
Следующая теорема дополняет в несепарабельном случае известный ре­

зультат Ч. Бессаги и А. Пелчиньского об экстремальных точках выпуклых 
множеств в сепарабельных сопряженных пространствах.

Теорема 7. Пусть Е — произвольное банахово KN-пространство та­
кое, что в Е и Е*  нормы непрерывны *.

Тогда замкнутый единичный шар пространства Е*  совпадает с замкну­
той (относительно нормированной топологии пространства Е*)  выпуклой 
оболочкой своих экстремальных точек.



3. О пространстве А1 [0, 1]. В теоремах 1 — 6 за (Т, S, ц) можно 
принять, в частности, отрезок [0, 1] с мерой Лебега, а за X принять прост­
ранство А1 [0, 1]. Тогда Х=Х*,  Х—Х**,  топология о(Х, X) есть обычная 
слабая топология пространства £‘[0, 1]. Сформулируем для указанного 
частного случая, например, теоремы 2, 3 и 6.

Теорема 2'. Пусть V\ и V2 — непустые выпуклые непересекаю- 
щиеся множества в А1 [0, 1], замкнутые в //[О, 1] относительно сходимо­
сти по мере. Если одно из них ограничено по норме, то существует такой 
функционал /e(L‘[0, 1])*,  что sup/(Vi)<inf /(У2).

Теорема 3'. Всякая центрированная система выпуклых, ограничен­
ных по норме, замкнутых относительно сходимости по мере множеств в 
L1 [0, 1] имеет непустое пересечение.

Теорема 6'. Пусть V\ и V2 — непустые выпуклые множества в 
£/[0, 1], замкнутые в L' [0, 1] относительно сходимости по мере. Если 
одно из них ограничено по норме, то существуют такие х^У\, x2<^V2, что

Ikj—x2||=inf {llj/i—г/2||: y^V}, y2^V2}.

В заключение заметим, что доказательства результатов заметки осно­
ваны на теории векторных решеток.

Ленинградский государственный университет Поступило
мм. А. а. Жданова 16 III 1973
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