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Рассматриваемое в этой заметке понятие d-выпуклости возникло при: 
решении некоторой прикладной задачи на графах (5) и является есте­
ственным аналогом понятия обычной (линейной) выпуклости. В отличие 
от последней понятие d-выпуклости имеет смысл в произвольном метри­
ческом пространстве (’).

Цель этой заметки — доказать некоторые свойства d-выпуклых мно­
жеств. Относительно других результатов см. (6,7).

Определение. Пусть (X, d) — метрическое пространство. Множе­
ство М^Х, М=Рф, называется d-выпуклым, если для любых точек 
х, у, z^X из условий х, у~М. d(ar, z)+d(z, г/)=й(ж, у) следует включение 
z^M (®,’). Пустое множество будем считать d-выпуклым.

Из этого определения очевидно следует, что пересечение любой сово­
купности d-выпуклых множеств пространства X также есть d-выпуклое 
множество.

Для любого множества F<=zX естественно определяется его d-выпуклая 
оболочка — наименьшее по включению d-выпуклое множество, содержа­
щее F и обозначаемое через d-conv F. Очевидно, d-выпуклая оболочка мно­
жества FdX есть пересечение всех d-выпуклых множеств из X, содержа­
щих F.

Содержательные результаты о d-выпуклых множествах получаются в 
нормированных пространствах, поэтому в дальнейшем основным простран­
ством X будем считать вещественное нормированное пространство 5?" раз­
мерности п. Для любых х, у~Яп положим d(;r, г/)=Щ—г/||. Единичный 
шар пространства 5?” и его границу обозначим через Sn и Sn~'.

В пространстве 5?" всякое d-выпуклое множество является линейно­
выпуклым. d-Выпуклость совпадает с линейной выпуклостью тогда и 
только тогда, когда пространство 5?" строго нормировано (6).

d-выпуклая оболочка двух любых точек х, у^&1п может отличаться от 
отрезка [х, у]. Однако имеет место следующая.

Лемма 1. Пусть точки х, у, z^&ln таковы, что d(x, z)+d(z, г/) = 
=d(x, у). Тогда для любой точки w множества [я, z]'J[z, у] выполняется 
соотношение d (ж, w) +d (w, у} =d (ж, у).

Произвольное полупространство Р^-(Я" однозначно определяет гипер­
плоскость, отделяющую Р от дополнительного к нему полупространства.

Теорема 1. Полупространство Р^(Пп является d-выпуклым тогда 
и только тогда, когда d-выпукла определяющая его гиперплоскость.

Пусть L#=0 — подпространство из (Яп. Положим 51,=5П_1Г1Т. Сфериче­
ским раствором (4) ненулевых подпространств L, М называется число

0(Z, Af)=max {supd(a:, SL), supd(x; 5М)},
xeSM x<sSL

где й(ж; F) означает расстояние вектора х от компактного множества F. 
Полагая 0(0, М)=$(М, 0) =1, 0(0, 0)=0, мы получаем метрику в множе­
стве всех подпространств из 5?".

Для каждого k=i, 2,..., п множество Gk всех_подпространств фикси­
рованной размерности к компактно в метрике 0 (4). Обозначим через 
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J)k, k=l, 2,..., n, множество всех d-выпуклых подпространств размер­
ности к.

Теорема 2. В метрике 0 множество Dn-i компактно.
Множества D,, D2,..., Dn_2 могут быть не компактными в метрике 0. 

Множества D2, D3,..., Dn_, могут быть пустыми.
Теорема 3. Для любого пространства ЗВ существуют п одномерных 

d-выпуклых подпространств llt 12, . . . , 1п таких, что h+l2+.. .+1п=ЗВ.
Для любого множества К^ЗД через int^T и bd/T будем обозначать со­

ответственно внутренность и границу множества К.
Теорема 5. Пусть К<=-ЗВ — такое множество, что int К=ДФ, bdКЗ^Ф. 

ЫК=\=Ф. Тогда для любой точки arebdA' существует d-выпуклая гипер­
плоскость Гж, опорная к множеству К в точке х.

Теорема 5. Пусть К<=ЗВ — такое множество, что int=l=0, bdA+0. 
Вели для любой точки x^ddK существует опорная d-выпуклая гиперплос­
кость к множеству К в точке х, то множества int К и K=intJfUbd^ явля­
ются d-выпуклыми.

Теорема 6. Пусть К—ЗВ есть d-выпуклое множество. Тогда множе­
ства int К и К являются d-выпуклыми. Для любого множества N<^3B вы­
полняется соотношение d-conv 7V=d-conv N.

Пусть К — множество в Гранью Fx точки х=К в К называется 
множество, образованное самой точкой х и всеми теми точками у=Вх из К, 
для которых прямая, проходящая через х и у, содержит интервал, принад­
лежащий К и содержащий х ((2), стр. 110).

Теорема 7. Пусть К^ЗД представляет собой d-выпуклое множестве. 
Тогда для любой точки х^К грань Fx является d-выпуклым множеством.

Теорема 8. Подпространство L<^3B (Л=/=0) является d-выпуклым 
тогда и только тогда, когда для любой точки xebd ее грань Fx в 2П 
принадлежит L.

Напомним, что диаметром множества F<^3ln называется число 
diamF= sup Цж—у\\. Известно, что диаметр линейно-выпуклой оболочки 

х, y^F 
ограниченного множества F равен диаметру множества F. Для ограничен­
ного множества F^3in множество d-conv Г1 может быть неограниченным. 
Например, в пространстве ЗВ, для которого шар S3 имеет форму куба, вы­
полняется соотношение d-conv S3=5?3.

Исследуем некоторые соотношения между диаметром d-выпуклой обо­
лочки множества F и диаметром самого F. Для любого ограниченного мно­
жества F^3B положим 

diam (d-conv/'1) 
diam#

причем для diam/?=0 примем а(Г’)=1. Очевидно, a(F)>l.
Теорема 9. Для любого ограниченного множества F—3B выполняет­

ся неравенство a (F) (Sn).
Определение. Нормированное пространство .3?” назовем d - п р о- 

■странством, если для любого ограниченного множества F^-ЗД его 
d-выпуклая оболочка d-conv F также ограничена.

Следствие 1. Пространство ЗД является d-пространством тогда и 
только тогда, когда d-выпуклая оболочка единичного шара ^^ЗВ огра­
ничена.

Множество К<=ЗВ называется гладким телом, если К—К, нтЛКЗФ, 
и для любого zebd-ЙГ существует единственная гиперплоскость Гх, опор­
ная к К в точке х.

Теорема 10. Если в ЗВ существует хотя бы одно гладкое ограни­
ченное d-выпуклое тело, то пространство ЗВ строго нормировано.

Следствие 2. Диаметр d-выпуклой оболочки любого ограниченного 
множества Р^ЗД равен диаметру множества F тогда и только тогда, когда 
единичный шар 'Ва^ЗД является d-выпуклым.
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Теорема 11. Пространство является d-пространством тогда и 
только тогда, когда существуют п d-выпуклых гиперподпространств

Lh L2,..., Ln<^3ln, удовлетворяющих условию П Д,=0.
i=.i

Следствие 3. Всякое двумерное пространство ЗВ является d-прост- 
ранством.

Пусть ЗВ=ЗВ+ЗВ~1 — представление пространства ЗВ в виде прямой 
суммы двух произвольных подпространств таких, что dim/?'=l и 
dim 52"-1=re—1. Легко видеть, что множества 2,=2"П52| и 2П_1=2"П52П_1 
являются единичными шарами подпространств 52.1 и 52"_< соответственно. 
Очевидно, conv (SHUS”-1)<=2".

Предположим, что в некотором пространстве 52" существуют подпрост­
ранства 521 и 52"_i, удовлетворяющие условию

conv (2*112"-*) =2". (1)

Теорема 12. Пусть в пространстве ЗВ существуют подпространства 
ЗВ и 3in~l, удовлетворяющие условию (2). Тогда пространства 52" и ЗВ~1 
одновременно являются d-пространствами или не являются таковыми. 
Если являются, то выполняется соотношение

а(2")=а(2"-*)+1.

Рассмотрим пространство hn, т. е. такое 52", в котором имеется базис 

{eji", удовлетворяющий условию: для любого его норма имеет
1

п
вид ||ж||=^|^|. Выделим в Z4n подпространства Lt, L-,,..., Ln, описывав- 

1
п

мые соотношениями L}={x=£l,jej: ^=0}.
1

Теорема 13. В пространстве hn существуют тонко п d-выпуклых ги­
перподпространств, а именно Lt, L2,..., Ln. Для единичного шара l\n<=-lin 
выполняется соотношение а (2") =п.

Следуя (4), в нормированном пространстве ЗВ введем понятия ортого­
нальности: вектор у ортогонален вектору х, если ||;г+[3г/1|> ||ж|| для любого 
вещественного р. Подпространство M^3in называется ортогональным к 
подпространству L^3B, если каждый вектор у <=31 ортогонален всякому 
вектору x^L. Базис {ek} F называется ортогональным (или базисом Ауэр­
баха), если при каждом /=1, 2, ..., п линейная оболочка системы 

ортогональна к вектору е^. В нормированном пространстве 52” все­
гда существует ортогональный базис (4).

Определение. Ортогональный базис {ek}F в 52" назовем d-вы- 
пуклым базисом Ауэрбаха, если при каждом 7—1, 2,..., п ли­
нейная оболочка системы {eh}k*.j является d-выпуклым подпространством.

В произвольном 52" может не существовать d-выпуклый базис Ауэрба­
ха. В пространстве hn канонический базис {ek}tn является d-выпуклым 
базисом Ауэрбаха.

Теорема 14. Если в ЗВ существует d-выпуклый базис Ауэрбаха, 
то для любого ограниченного множества F<=3B выполняется неравенство 
a(F)^n.

Теорема 15. В двумерном пространстве ЗВ всегда существует d-вы­
пуклый базис Ауэрбаха.

Следствие 4. Для любого ограниченного множества F^3B верно не­
равенство а(77)^2. Если для некоторого множества F^3B имеем a(F)=2, 
то единичный круг 22<=522 является параллелограммом.
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