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ПЕРИОДИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ

(Представлено академиком С. М. Никольским 26 VI 1973)

В заметке приводятся некоторые точные неравенства для равномерных 
приближений периодических функций. Полученные результаты соприка­
саются с вопросом о точных постоянных в теореме Д. Джексона о наилуч­
шем приближении непрерывных периодических функций.

1. Примем следующие обозначения и предположения.
С — пространство вещественных, непрерывных, 2л-периодических 

функций / с нормой ||/||= шах |/(я)|.
хе(-оо, оо)

Пусть г>0 — целое число. Тогда С(г) обозначает множество функций 
f^C, у которых r-ая производная /(г), /(0) =/, принадлежит С. Г„<г) — мно­
жество функций /е£<г> таких, что у них все первые п коэффициентов 
Фурье равны нулю.

E„(/)=min II/—ТЛ, где минимум берется по всем тригонометрическим 
полиномам Тп порядка не выше п.

/) = sup ||/(a:+i)—/(z) || — модуль непрерывности функции /.

4 уд (_1)'<'+‘> 
г л 2_J (2Z+1)г+‘ 

1=0

— известные константы Фавара. Символ 0/0 всюду понимается как 0. 

р„(/)= sup Е„(/(ж+1)-/(х)).
|«|<л/(п+1)

2. Теорема 
число. Тогда

1. Пусть г — четное натуральное число, — целое

sup
/есМ

д»(»г = _________ 1/Т__________
Рп </»■' 1Г’1. .Ar) I" (Я/ (п + 1), /)г-1 « (я/ (п + 1), f г|) г-1

Теорема 2. Пусть г>2 и п>0 — целые числа. Тогда

sup En(f'Y
Pn(/)’-1^„(/(r))

Приведем некоторые следствия, получающиеся из сопоставления тео­
рем 1 и 2 со следующей хорошо известной теоремой.

Теорема (см., например, (*), стр. 302, 304, 316). Пусть п^0 и 
^1 — целые числа. Тогда

sup 
tec<r>

(nA-iVE^f) _ (п + 1)’ЕпЦ) 
^п(/«) ~ И/МП

sup (п + 1)г||/||
IIR! = Хг.

1245



В силу классической теоремы Д. Джексона при любом целом г>0
D (г) = sup sup {(п + 1)г Еп (/) /со (л/ (n + 1), /<г>)} < + °о.

">° /ес<г)

Естественно возникает вопрос о вычислении величины D (г). Н. П. Кор­
нейчук (2) установил, что 0(0) =1. В (3) показано, что О(1)=л/4. След­
ствие 1, в частности, дает ответ на этот вопрос для случая нечетного г.

Следствие 1, Пусть г — нечетное натуральное число, тг>0 — целое 
число. Тогда

S11D (п + 1ГОп(7) sun (n + iYEnM (n+1)1/11 Kr
co (л/(п + 1), /«) ~Pr) Pn (/(-)) P, о,(jl/(n + !), /«) 2 ‘

Следствие 2. Пусть r^i u n^Q — целые числа. Тогда
(n 1 )r(r+i) En (fy+i (n 4- 1 )'-<r+1) En (f)r+1

S P„ En co (я/ (n + 1), fOf En (/<-)) “
(re + 1)г(г+1)||/(|г+1 A'71

X~(O co (я/ (n + !),/(’■))’• II/w II 2r •

Следствие 3. Пусть гик — натуральные числа такие, что т^2, к< 
<г; п>0 — целое число. Тогда

sup {ii/m/Mi/<r)r}=(1)

sup {Еп (fwy En (fy-r En (/W)-*} = Krr_kKkr~r. (2)
fecC)

Результаты следствия 3 ранее были известны. Соотношение (1) — хо­
рошо известный результат Ж. Адамара — Г. Е. Шилова — А. Н. Колмого­
рова (см. (4)). Равенство (2) при гС5 установлено автором (5, 6), общий 
случай рассмотрен А. А. Лигуном (7). В заключение укажем, что некото­
рые частные случаи приведенных в этой заметке результатов ранее отме­
чались в работах (5,8).

Ленинградский государственный университет Поступило
им. А. А. Жданова 19 VI1973
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