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АЛГЕБРАИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ

(Представлено академиком А. А. Дородницыным 14 V 1973)

В (*) предложены методы регуляризации для получения приближения 
к нормальному решению несовместных систем линейных алгебраических 
уравнений, имеющих вырожденную матрицу или матрицу, которая стано­
вится вырожденной при изменении ее элементов в пределах точности их 
задания. Для таких систем линейных алгебраических уравнений, но с сим­
метричными матрицами в настоящей работе построены быстро сходящиеся 
итерационные методы получения обобщенных в смысле наименьших квад­
ратов решений несовместных систем линейных алгебраических уравнений 
без трансформации Гаусса, ухудшающей свойства матриц исходной систе­
мы уравнений. Предлагаемые итерационные методы являются распростра­
нением теории регуляризации итерационных схем А. А. Самарского (2) на 
решение несовместных уравнений с неотрицательными операторами.

Пусть дана неразрешимая система п линейных алгебраических урав­
нений

Ay=f, (1)
где

А=А', (Ау, г/)>0, det(4)=O.

Пусть собственные значения матрицы 0=Х4= ...
и соответствующие им собственные векторы {щ}, /=1, 2, Подпрост­
ранство, порождаемое собственными векторами г>1, к2,..., vm, обозначим 
через S0A, а подпространство, порождаемое векторами vm+l,..., vn,— через 
SiA. Поскольку система (1) неразрешима, то (/, щ)=И=0 для /=1, 2,..., m 
и можно записать

(2) 
где

f^Sf, (/,f)=0.

Обобщенным решением системы (1) называется любое ре­
шение системы

A*Au=A7=<7, Azu=q, (3)

т. е. решение совместной системы

Au=f. (4)

Решения системы (4) можно представить в виде

и=й+п, йе51А, йе50А. (5)

Для получения обобщенного решения системы (1) можно применить 
итерационный процесс

/ у(Л+1)--- у(*-1) х
В (-----+ х(y^-2ym+y^) + Ayw—f, (6)
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(7>

к=1, 2, 3,..., В=В', (By, у)>0, yw=y0 произвольное,

к— номер итерации, т0, х, т — параметры. Полагая (2) хт=В'1гутт 
<р=В~'1г/ и С=В~'1гАВ~‘'2, схему (6), (7) приведем к явному виду

-U+O (Л-1)
--------------------+ %(x'-h+l/—2xw+x{l'~l)')+Cxw=q>, (8)

а.(1)_~(0)
--------------+ Сх(0)=ф, *=1,2,..., x^=B'l2ya. (9)

То

Теорема 1. Итерационный процесс (6), (7) при

1 2 1
Т — —, То : , X

Пф)12 71+12 2то
(10)

в случае В сходится к тому решению и, для которого В',2и имеет
одинаковую с В'1гу0 проекцию на подпространство Soc, причем верна апри­
орная оценка

Иу^’-иЦв^^Цг/о-мЦв, (И)

1-р.2
1+pi2

(12)

В случае несовместной системы (1) для последовательности y(ft), 
*=1, 2, 3, ..., справедливо соотношение

lim ||г<й+1)—r<ft) || =0. 
А->оо

(13)

В теореме и у2 — границы оператора С в подпространстве 5,с, 
72>11>0, rw=Ay(k)—f, ||r|| = (r, г)'11, ||ar||B=(Sar, х)'1г.

Доказательство. Процесс (8), (9) при параметрах (12) переписы­
вается в виде (2)

z<*+1>=(1+а (1+a) тоф, (14)

*=1, 2, 3,..., х(1)=5ж(о)+то<р, х(0',=х0=В',гу0,

где S=E—t0C, a=pi2, xm=x(k)+x(k\ ф=ф+ф; T(ft), ф^51С; xw, фЕ50с. 
Вводя погрешность z{k',=xm—x*=zw>+zm, где x*^Sic — нормальное по 

А. Н. Тихонову (*) решение системы

Сх=ф, (15)

для z(4)=x<A> с учетом равенства Cxw=Q получим

... ~,ъу , Г, 1+а 2а(1—аА) яz< )=а.(ю=Хо+ k------------- -------- To^ (16)
L 1—а (1—a) J

что в случае совместной системы (ф=0) дает

zw=x0. (17)

С учетом (17) для 2(Л) получим однородную задачу, для которой в (2) 
получена априорная оценка

||z<*>Kgft||z0||,

где zo=xo—x*, qh определено в (12), и, таким образом, (11) доказано.
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Для несовместной системы с учетом (16) имеем

=||C(z(ft+1>—z(A>) \\^qh+qk+l) ||zo||<2i2gA||zoll,

откуда следует (13).
Теорема 2. Последовательность векторов 

uw=y^~My^-yw), k=i,2,..., (18)

_ 7с—2а(1—aft)/(l—а2)

1-2а*«/(1+а) ,<сп

■А V.
. 2 . ь-Ъ“ Р‘ ’ Р‘ + ’

сходится к тому обобщенному решению и системы (1), для которого В''’и 
имеет одинаковую с В''уа проекцию на подпространство Sac, причем верна 
априорная оценка

||u<ft>-u||<^||5-,A||||zo||=gA||S-,/1|IH^o-^||, (20)
где

gA<<M= (1+₽А) gA+M*+i< (l+2₽s) qt< (1+2А) qk.

Доказательство. Так как В'1’и=х*+х0, то 

u«-u=5-,/![zw-pA(z<ft+1)-zw) ]. (21)

Отсюда следует (20).
Теорема 3. Если в итерационном процессе (6), (7) при к^к0 вы­

полняются неравенства
Ц^-О-г^Ц^е, (22)

то для и(к}, вычисленного по формуле (18), справедлива оценка

[ (7г/,+Т1/‘)2+2у,р1А]е

2-f/v
(23)

где v — оценка снизу для минимального собственного значения оператора 
В, вычисляется по формуле (19).

Доказательство. Поскольку

ЦП*-1 >—r<*> ||> ||B~'h(г1*-1’-rm) || = 
=||C(z<t-1)-z<ft))|>'r1||z(t-1)-zwH,

то из уравнения для z(k) получим

||zl*-‘)-z(*+1)||>2T'r1|lzw||-2TX-^-.
Yiv7’

Отсюда

(24)

Из формулы (21) следует

v

Последнее неравенство с учетом (24) дает оценку (23).
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Замечания. 1. Если А и В имеют одинаковую систему собственных 
векторов, то: а) в случае совместной системы (1) процесс (6), (7) схо­
дится к решению, имеющему одинаковую с начальным приближением про­
екцию на 50А; б) в случае несовместной системы (1) последовательность 
{u(fc)} сходится к обобщенному решению, имеющему одинаковую с началь­
ным приближением проекцию на S0A; в) при выборе нулевого начального 
приближения в обоих случаях получается нормальное по А. Н. Тихонову 
решение.

2. Нетрудно доказать, что вместо при вычислениях параметров мож­
но использовать любую величину у, 0<уСу2. При процесс (6), (7)
превращается в итерационный процесс

B(p(ft+1)-pw) + — Ау<*>= — /, *=0,1,2,..., p(’>=po.
12 Ъ

3. Все результаты справедливы также для итерационного процесса (6) 
при у{о)—у(1)=Уо с другими значениями qk и
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