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РАЗВИТИЕ НАЧАЛЬНЫХ ВОЗМУЩЕНИЙ В РАССЕИВАЮЩЕМ, 
ИЗЛУЧАЮЩЕМ, ПОГЛОЩАЮЩЕМ ВЯЗКОМ 

ТЕПЛОПРОВОДНОМ ГАЗЕ

(Представлено академиком Л. И. Седовым 4 VI 1973)

Получены интегралы линеаризированных относительно состояний по­
коя и равновесия уравнений радиационной гидромеханики, имеющие фор­
му синусоидальных волн, рядов Фурье и интегралов Фурье. На их основе 
решена задача Коши о распространении начальных возмущений в безгра­
ничной среде без впешних массовых сил.

1. Будем пользоваться уравнением переноса радиации (‘)
12VV/ (х', 12) + (V + а/) Д' (х',12) =

= K'EJ + А- щ/Д/ (х, Г, 12,) Г (У112х -> V12) d (у^), (1)

(vQ)

где обозначения те же, что и в (2); х= (жь х2, х3), 12 — единичный вектор 
вдоль направления переноса радиации, kv', kJEJ, ov' — соответственно 
объемные коэффициенты абсорбции, эмиссии, рассеяния — могут зависеть 
от р, Т, Jv; d(v!2) =dv d!2; Г (v1121->vl2)/(4л) — функция распределения 
рассеянной радиации, может зависеть от х, 2, удовлетворяет условиям 
«нормировки» и равновесия

<Г10Г лоК)

(2)

—4л
(*О)

v!2) d (vil2x) = щ0 Jv0-

В линеаризированные уравнения S гидромеханики (2) войдут безраз­
мерные радиационный приток тепла R и уравнение переноса радиации

а/ = Д0'Щ*;

(12V) J„ (х, t, 12) — т„о [®i>p 4" — (1 4" До — азч) Д] 4"

4—Д, (х> Б ^i) Го —> v!2) (Z (vjQx);
(viSi)

(3)

(4)

aiv, a2v, a3v= (d lnEv'/d In p', dlnT', d!nJv')0-

2. Система S обладает интегралами в форме плоских синусоидальных 
волн р, Д v,.. . = (р* (2), r*(t), exp (—2Хх). Уравнение (1) при­
мет вид

gj (v!2) = / (v!2) + k gj (v'12') Kj (ySl, v'12') d (v'12'), / = 1,2; (5)
(vSJ)
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(6)

iTy О ?у'ОВу’Оа^’ ro(v'Q'-*vQ)
SyfjRyQ @jy Ц i I117 у (7)

ц=М2/Х, wN— (1+Xvo—«3v) /X, A’=js„o/4nX.
Уравнение (5) фредгольмово, заданные функции, в силу их физическо­

го смысла, принадлежат классу С, L или Ь2. Единственное решение его 
в соответствующем классе функций известно (3~6). Через найденные gj 
получим

R-(t,V=R^p'+RmT-,

----- f щ/а^£,(уй)Ш 4(v£2) == 
4л J(,й>

(8)

ди)

= •—— f ay'tyoajy ■{ (1—a3y) f gj(vfi)dQ—4n|dv,
4л (X) 1 i 1

Функции p‘, T*, ф*=Лу*Д определятся системой

р’=гХшф‘, v’=iAipy_1 (p*+/i27’7/i1) +7.wA'R>“1 (Цэ*—Xv’) — ХДии])*, (9) 

/г2Т7/г!=1(у—1)Хгрф‘—Хи)У171*+ХшУиЛ1р7/г.2, 
y1=^0-74Z/?<27X, У11=74/г22Л(17(7гЛ),

0=ZO/ (CvoCo2po^o) , W=D_1=Coio/77.
Характеристическое уравнение системы (р", ... ~р0*, ... exp burnt) 

имеет вид
п3+ (Х4+У4) п2+ (1+ад) п+ (У,+Уи) Г1=0. (10)

Возможны четыре варианта (Re щ^О, Х>0: один корень действитель­
ный (щ——ц0), два комплексных (и2,з=—Иг±щ); все корни действитель­
ные разные; имеется двухкратный корень (п2=п3), корень трехкратный). 
Соответственно этому общее решение для любого из параметров Т*, р*, ф* 
запишется в одной из форм:

1) G ехр (—Хггпо0+2(СГ cosZiPHii+Ci sinXiPHii) exp (—С2,3= 
=Cr3FtCi;

2) £ С\ exp (Хгнщ£);
3) Ci exp (—bwnot) + (C2+C3bwt) exp (bwn2t); (11)
4) (Ci+C2bwt+C3b2w42) exp (—bwnot).
3. При чистом рассеянии функция переизлучения заменяется индика­

трисой рассеяния 7vo(£2'-*-£2), оператор Фредгольма применяется на огра­
ниченном множестве £2= (0=Сср:С2л, ОСб^л):

gj(v£2)=gv(£2)=/(v,£2)+Z: J gv(£2')£(£2,£2')d£2'; (12)
(й)

7/(Q,i)=gv(Q)(alvp‘+a2vr), Х(£2, £2')=A(v, £2)ь0(й'^й). (13)

Свободный член /(v, £2) — непрерывная функция £2 в замкнутой обла­
сти (£2). Индикатриса рассеяния — интегрируемая неотрицательная функ­
ция в замкнутой области (£2Х£2), удовлетворяющая условиям «нормиров­
ки» и равновесия для каждого V. Ядро (считаем mv>0)

Х(£2,£2')с£(£2Х£2), J ^(Q.QOldQ^nm,"1, (14)
(О)

mv= 11+Zvo—йзу| .
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Единственное ограниченное решение уравнения (’2) можно представить 
рядом Неймана

gv(fi)=/(v,Q) + V knfnA4f(v,^},
n—i

(Q)
Al{f(y, Q)} == J Yvo (12'->Й) /(v, Q') dQ',

(Й)

(15)

для абсолютной и равномерной сходимости которого достаточно, чтобы

Svo<^vTvo, (*)
а это всегда выполняется при a3v<l, tv0>0.

Если Yvo(^/-^S2)c:Z/2(fiXQ), то решение из Z2(Q) существует, единст­
венно, представимо рядом Неймана (или через резольвенту ядра), кото­
рый сходится в среднем при достаточном условии

Svo<4nX|lYvo(|T2+M>v2)_1ll_1. (**)
Это заведомо выполняется для любого wv, если выполняется (*).

Используя неравенство Буняковского, получим другое достаточное 
условие сходимости ряда

Svo< |Svo+(l-«3v)Tvo| {| »v| In [ (1+(1 + Wv2)'/2) | (16)
при выполнении которого (**) заведомо удовлетворяется. С изменением 
| wv | от 0 до 00 правая часть (16) изменяется от °° до | mvrv01. При допол­
нительном условии || Yvo II <H=const ряд Неймана сходится абсолютно и 
равномерно.

4. Обычно считается Yv=Yv(£2/£2) и ядро уравнения становится вырож­
денным. Широкий набор встречающихся на практике Yv дается суммой 
полиномов Лежандра Рп

Yv(x, Б12'->12) = J^®v„(x, i)P„(S2'Q), ®vo=l. t(l7)

При 
станты)

<Ovn=0, n>2, решение уравнения (12) имеет вид (®i, а>2 —кон-

7-/.. П /_ -r-ч Л°+ А1 н+ А 2Н2
•/V \Ц, Л/ ZTvO (AvP iCLivl ) л / 1 \ . ?%(p,-Hzpv) A

Ii=wy (4(0!—3(o2—9co2Wv2) + [4+co2+2(3<B2—2wi) iPv2+9(O2W\4]arcctg wv, (18) 
72=404—3 (3+coj) m2Wv2— [4и,— (З+сщ) я>2 (l+3w?v2) ] arcctg wv, 

/3=2mto)2 [ —3u\+ (l+3wv2) arc ctg wv],
5 0 IZ7 5

Ло=1---- ----- [404—9а>2И\2—(4а>1—За>2—9<в2гщ,2)1щ arcctg wv] +
4%
isVQ

A'~— [Wi(l—arcctg u\)--- ——— Z3I , Л2 = —
8X J

8V
3Svo j

8X04

I.3»
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— (4(1^—3602—9(1)2^/)^ arcctg u\] — (Oi(o2------ [3«\— (l+3w/)arcctg wv] > .2 J

При a3v=0 изотропное рассеяние ((Oi=(o2=0) уменьшает Yt.
5. Интегралы в виде тригонометрических рядов получатся суммирова­

нием найденных выше синусоидальных решений.
Трехкратным преобразованием Фурье по координатам исходной ли­

неаризованной системы уравнений радиационной газовой динамики при­
ходим к тем же уравнениям для трансформаций Фурье Т*, р‘, ф* (X, t) 
и к тем же решениям, что и для синусоидального возмущения; тем самым 
выше найдены и решения в виде интегралов Фурье.

6. Задача Коши; найти Т, р, ф, удовлетворяющие при х<=Е, t>0 
системе S, а при t=0 принимающие заданные значения T0(x), р°(х),

В случае синусоидальных начальных возмущений Т°,... =(Т0*,.. .)Х 
Хехр(—iXx) решение сводится к задаче Коши для системы (9) при 

%), .. .=Т„* (к), ... Каждому простому корню (10) соответствует ре­
шение

1фл’=п»р/, ЛгТУ/^-Ц+уМщ+Х,) ]р/, Nk=-ihnkpk*/X, (19) 

pk"=Chexpku>nht, Ch=\k\-', Д=-(п1-?г2) (n2-re3) (из-Mi),
Дй=(гаг-7гт) [ra;ramp0‘—ро7'у-/12?1о7'уЛ1—(Xj+rai-n^)/^*],

к, I, m образуют циклические перестановки из 1, 2, 3.
7. Задача об установлении движения, вызванного произвольными на­

чальными возмущениями, сводится к обращениям трансформаций Фурье
Последние определяются выписанными выше формулами, где 

теперь /о* (к) — трансформации Фурье начальных функций, которые долж­
ны удовлетворять условиям существования преобразований и обращений 
Фурье и условиям, налагаемым исходными дифференциальными уравне­
ниями (7_9).

Из анализа характеристического уравнения видно, что кратные корни 
в пространстве (у, Л\, У4) могут быть лишь на изолированных многооб­
разиях не выше двумерных и при обращении Фурье они не влияют на 
результаты, кроме, может быть, исключительных случаев, когда интегри­
рование совершается вдоль конечных участков этих многообразий.

Московский государственный университет Поступило
им. М. В. Ломоносова 1 VI1973
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