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1. Для обоснования теории обобщенных аналитических функций (од­
ного комплексного переменного) имеется две возможности: сперва уста­
навливается изолированность нулей (теорема Карлемана (’)) и потом 
теорема взаимности п?=Ф1р0(Ф аналогично, wo^=O, см. (2), (3)) или, сле­
дуя И. Н. Векуа, можно непосредственно доказать теорему взаимности,, 
следствие которой — изолированность нулей (4,5).

Предмет этой работы — применение этого метода И. Н. Векуа к нели­
нейным уравнениям с частными производными для функций многих комп­
лексных переменных.

В случае линейных систем 7=1,... ,р, удовлетворя­
ющих некоторым условиям, теорему взаимности доказал А. Коохара (6). 
При этом 2di*= ‘{d/dx]}+i{d/dyj'), xi+iyj=zj. Для нелинейных уравнений 
вида d"w=j{z, w), правые части которых удовлетворяют условию Липши­
ца, X. Меден (7) получил — тоже с помощью метода И. Н. Векуа — теоре­
му взаимности для разности двух решений: w—гй=Фш0, шо#-0 (из усло­
вия Липшица следует, что разность является «approxima tely analytic» 
в смысле Л. Берса (3)). Если система однородна (это значит, что — 
решение), тогда теорема взаимности справедлива для самого решения: 
и’=Ф«;0.

2. В области G=GiX ... XGn пространства Сп мы рассматриваем функ­
ции gVl... vx со следующими свойствами (vi,..., v>. — различные целые чис­
ла между 1 и р^п):

а) все gv,... vX — в каждом GWX ... Х<7Мх интегрируемые в смысле Лебе­
га (ограниченные) функции (1^Ц1,..., р.х^р);

б) ... =ga,... оХ, если о,,..., щ — перестановка от Vi,..., vx;
в) для l^XCp—2 функции gV1... vX обладают в Зц-плоскости почти всю­

ду производными по з/ в смысле Соболева, причем

£и=^ц+/т]ц, S*  обозначает суммирование по комбинациям друг от друга- 
различных v15..., vx; тогда

р ,
»=£(-1)м£ (1)

>.=1

есть решение уравнения dll*w=g li почти всюду в з^-плоскости (это вытека­
ет из (1), поскольку можно дифференцировать под знаком интеграла; см. 
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(8) и в случае производных в смысле Соболева (9); при этом надо исполь­
зовать теорему Фубини).

3. Предположим, что правые части системы

d^w^f^Zi,.. .,zn, wt, (2)

x=l,... ,m; Л=1, обладают (no Re zt,.., Im Re wlf..., Im wm)
непрерывными классическими производными до порядка р—1. Далее, для 
каждого х функции /х>. и их производные до порядка р—1 удовлетворяют 
в G следующему равномерному условию типа Липшица: модуль меньше

£|шх|, если |шх|<е0. (3)
Из условия (3) следует, в частности, что система (2) однородна.
4. Рассматриваем в G непрерывное решение «л,..., wm системы (2), 

обладающее в G непрерывными классическими производными до порядка 
р—1 (см. ниже замечание а)). Множество всех нулей функции шх обозна­
чим через Мк. Пусть gt,!.. „хравно dvy*. . . (dv*wJw K) в G\MK и 0 в Мк. Тогда 
функции gV2„ «х удовлетворяют всем трем условиям из п. 2: для точек из 
G\MX, в частности, g(/'=dv*w x/ipx=/xv/ipx. По индукции следует, что 
в G\MX каждая функция gV^... равна конечной сумме из произведений 
Pi ■ • Ps, причем или P„=alwx, или Ра=Ъ, а — производная некоторой функ­
ции /хт и ft — производная некоторой функции шо. Ввиду оценки (3) функ­
ции х в G\MX ограничены.

Далее, MK=MK\dG — измеримое множество. Следовательно, функции 
g<x)... „х удовлетворяют условию а) из п. 2. Так как шх(..., . . .) в
или тождественно равно нулю, или нули в при фиксированных z,°,... 
..., 2p._i , Zp,+i,..., zn° изолированы (в (7) данное доказательство в случае 
т>1 тоже справедливо), условие в) из п. 2 выполнено. Это значит, что 
Для

мх= J1, (—I)1-1 Тч,..Т^^..Чк и Фх=1Гхехр(—шх)
Л=,1

получаются (почти всюду) уравнения

3/Wx=gr> , 5/Ф„=0 (4)

(если шх=0, тогда fXJ,=0 по (3)). Таким образом, мы получаем следующую 
теорему.

Теорема 1. Если иц,... ,wm — решение системы (2), удовлетворяю­
щее условию Липшица (3), тогда существуют функции Ф1? ...,Фт, голо­
морфно зависящие от zh ..., zp, и шх=Фх ехр сох.

5. Пусть wt,..., wm — решение системы (2) в какой-либо области G 
пространства С". В силу предположений теоремы 1 решение можно ло­
кально представить в виде (4). Пусть окрестности U< соответствуют функ­
ции Ф? , <о? ; тогда

ФГ /Ф?’ =ехр(<в?’ -<в‘° )¥=0 (5)

в U£\Uj. Так как'щ* 1 , ограничены,ф^’^/ф'5’ тоже ограничено и, следо­

вательно, голоморфно (из (10) вытекает, что Ф? =0 возможно только, если 
во всей области G). Уравнения (5) — условия согласованности вто­

рой проблемы Кузена. Следовательно, получим следующее утверждение 
(см. («*)).
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Теорема 2. Если вторая проблема Кузена разрешима для области G, 
теорема взаимности глобально справедлива.

В конце концов в случае р—п получается (локально из теоремы 1 и 
глобально из теоремы 2)

Теорема 3. Множество всех нулей и каждой функции иц и всех 
функций Wi,..., wm совместно — аналитическое множество.

6. Окончательные замечания.
а) Если правые части системы (2) голоморфно зависят от Wi,..., wm,

достаточно предположить, что ..., — непрерывные функции (так
как в этом случае выражения для производных функций gy? не содержат 
производных от функций wa.

б) Случай, рассматриваемый в работе (6), не является частным случа­
ем теоремы 1, потому что производные правых частей f„=axw+bxw*  в об­
щем не удовлетворяют условию (3).

в) Теорема 1 без предположения однородности системы (2) вообще 
говоря не правильна (например, w=z+z*  — решение уравнения д*ш=1).

г) Относительно теорем существований решений см. (8,12~“).
д) Пусть М — множество следующего вида: если Ф=0 в точках мно­

жества М, тогда Ф=0 во всей области (причем Ф — произвольная голо­
морфная функция, см. (15, 16,10)). При предположении (3) это утвержде­
ние для решения системы (2) правильно.

е) Если модули правых частей (и их производных до порядка р—1) 
удовлетворяют оценке

\fJ<L V. и т. д.,

то получается представление

£ ш,—Ф exp Q, Ф голоморфно.
X

Это значит: множество всех совместных нулей функции — подмножест­
во аналитического множества {z: Ф(г)=0}.

ж) В случаях, когда систему

Ьущу dll,wy)=f

(2д»=(д/(дх^—Цд/ду^) преобразованием переменных можно привести 
к виду (2) (см. (8)), получается представление (4) в новых переменных.

з) Основа данного доказательства теоремы 1 —формула (1), позволя­
ющая приводить случай многих комплексных переменных к случаю одно­
го комплексного переменного.

и) Результаты справедливы тоже в случае решений дифференциаль­
ных уравнений на голоморфных многообразиях.

к) При голоморфной зависимости правых частей от w из условия 
Липшица вида

|/v(z1( ...,zn, w)-fy(Zi, ...,z„, w) |<L|w—w|,...

(для \w—ш|<е) следует теорема взаимности для разности двух решений 
системы

dv*w=fy(z l, ...,z„, w).

тоже в случае неоднородных систем.
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