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1°. Решая задачу Адамара (*) о существовании элементарных решений 
обобщенного уравнения Лапласа gijV(V3O=0 для п=4, Рюз (2) пришел к 
рассмотрению четырехмерных римановых пространств рекуррентной кри­
визны (Ут7?«ы=А:т7?да, km=£0). Лихнерович (3) доказал, что каждое ком­
пактное с положительно определенной метрикой и отличной от нуля ска­
лярной кривизной 2-рекуррентное пространство необходимо является сим­
метрическим или рекуррентным. Позднее Ротер (4), не требуя выполнения 
условий компактности, показал справедливость утверждения Лихнеровича 
для всех 2-рекуррентных пространств с положительно определенной мет­
рикой вне зависимости от того, обращается скалярная кривизна в нуль 
или нет. В работе автора (5), где исследовались 2-симметрические 
(V™ У„йда=0) и 2-рекуррентные пространства — времена общей теории 
относительности, доказано, что высказанная выше теорема уже не имеет 
места для пространств с неопределенной метрикой и существуют классы 
2-симметрических и 2-рекуррентных пространств, отличные от симметри­
ческих и рекуррентных.

2°. В данной заметке рассматриваются re-мерные римановы многообра­
зия произвольной сигнатуры с условиями рекуррентности произвольного 
порядка, устанавливается вид структуры кривизны таких многообразий.

Определение 1. Пространство Vn назовем s-рекуррентным п обо­
значим символом .У если для тензора кривизны выполнено

... туо. (1)
С использованием тождеств Бьянки легко показать, что для всякого про­
странства >У„5 имеют место соотношения

t [mKkl]ij=0, (2)
(“>

где tk, а=1, 2,, A=ns_1,— совокупность векторов, построенных из тен- 
(»)

зора ... m,. Линейная оболочка 2?q, натянутая на эти векторы, есть под­
пространство касательного пространства К~п, в каждой точке многообразия.

Определение 2. Пространство Vn назовем квазисимметрическим 
s-го порядка, если выполняется (2) и следующее условие s-симметрич-
ности:

. .. Vms7?,^i—0. (3)

Через Ж,( обозначим пространства Vn, которые являются либо ^„^про­
странствами, либо в них удовлетворяется (3) с условиями (2). Как след­
ствие (2) и тождеств Риччи получаем, что имеют место следующие ут­
верждения.

Теорема 1. Тензор рекуррентности Qmi>„2... ms симметричен по первой 
паре индексов; для рекуррентных пространств («=!) вектор рекуррент­
ности градиент.
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Теорема 2. В пространстве выполняются соотношения:

1тВ.^=2^Вк}1, tmRX=l/2Rt- (4)
(“) (а) (а) (а)

/?»г7?«ы-4/?^<ЧД2=0, (5)
(RukRin ЧДЦци) R'ihl=0, (6)

где Ra — тензор Риччи, R — скалярная кривизна,
(а)

Теорема 3. Максимальное число линейно независимых векторов сре­

ди множеств {th} не в плоском Ж ^-пространстве равно двум.
(а) *

3°. В соответствии с последним утверждением все «^/-пространства 
разбиваются на 2 типа. К первому типу, обозначаемому символом .^/'(А), 
относим классы пространств, для которых присоединенная линейная обо­
лочка Ж, имеет максимальную размерность д=2. Остальные классы 
«^/-пространств с оболочкой S’t относим ко второму типу и обозначаем 

символом Ж X (5).
На инвариантном пути пространства «/if/(А) подразделяются на 3 не- 

пересекающихся класса (их обозначение ^/(Ai), 1=1, 2, 3) в зависимости 
от следующих ситуаций:

1) базис 3?2 составляют два неизотропных и ортогональных между со­
бою вектора;

2) векторы базиса ортогональны между собою, один из них необходимо 
изотропен;

3) оба вектора изотропны и ортогональны между собою.
Алгебраический анализ условий (2) и (4) с использованаием канони­

ческого репера приводит к следующим результатам.
♦

Теорема 4. Для пространств <>if/(Ai) скалярная кривизна отлична 
от нуля, метрический тензор, тензор кривизны и тензор Риччи имеют сле­
дующую структуру:

V2Rifta"Reie2h[ihi]h\khi], Rij~ 12R (вДДДтe2hih^),
12 12 11 2 2

0=1

'/.RR^R^R^, RM^/JRR^ (7)

где
(hh)=eq8ax, е0=±1, о, т=1,2,..., n.

О т

Теорема 5. В любом Жп{Аг)-пространстве скалярная кривизна рав­
на нулю. Основные тензорные характеристики имеют вид:

п

Hiiki=^VijVki, Rij=eUh у | eahjhj, (8)
о о

0=3

где
Угк=21^ь l2=h2=(lh) = (hh)=0, (ZA) = 1, (Ш=во6оТ? е=±1, е=±1.

о ох

Теорема 6. Пространства Ж„* (Аз) необходимо являются пространст­
вами Эйнштейна (R{j=0) следующего вида:

п

Rijhi~^VijVki4 gij=2h(ihj)'}~2h(ihj)~^‘ eohih^ (9)
1 4 2 3 О о

0=5
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где
Vik 2h[ih/i]j

1 2
A2= (hk) = (hh) = (hh) = (hh) = (hh) = (hh) = (hh) = (hh) =Ot

4 a

(hh) = (hh)=l,
14 2 3

(hh) =eo6ox, r=l,... ,4;
о т

o, r=5,6,..., n; e=±l, e„=±l.

4. Пространства Жп(В) распадаются на 2 класса в зависимости от 
того, является ли базисный вектор оболочки Z\ неизотропным (простран- 

♦ *
ства Жns (-Si) или изотропным (пространства Жns (В2).

Анализ условий (2), (4), (5) приводит к следующим заключениям.
Теорема 7. Метрический тензор и тензор кривизны Ж(В,)-прост­

ранств имеют строение вида

п 1
/ eohihj, — Rijki eih[iRj][ihk], (10)
“=5а“ a о 4 1 1
о=1

где
(hh)=ea8ax, eo=±l, о, t=1, 2,..., n.

a т

Теорема 8. Если скалярная кривизна пространства Жns (В2) отлична
от нуля, то метрический тензор, тензор кривизны и тензор Риччи имеют вид

g(j=2t{ihj)+Etitj+ У | eMi; Bij=Bt(ihj-),
J a a

0—3

(И)
1 1 \

BRijM=Ri[hBi]j-V CarVijV/,1,

где

Vik 2t^ihk\^

о о
У еаСаа=—— eR, t2= (th) = (hh) =0, (th) = i,
“■ о о

h2=-e,
o=3

(hh)=ea8ax, e=0, ±1, e0=±l, о, t=3, 4,..., n.

Теорема 9. Если скалярная кривизна Ж(В2)-пространства обра­
щается в нуль, то пространство имеет следующую структуру:

п

^=2^Д)+ J1,
0=3

eahihj,
о о

Bij=etitj+2et(ihj-),

3

(12)

где

Bnki=—eVijVki+

п

t2—h2= (th) = (hh) =0, (th) = i, (M) =e,6or,

t, o=3,..., n.Р,,=2г[Д], Ги=2^Ля, s=0, ±1, e=0,1, ea=±l
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5. Часто возникает необходимость рассмотрения конформно-плоских 
пространств, как обладающих особыми свойствами среди изучаемых про­
странств.

Известно, что если Vn — конформно-плоские пространство, то
J.
2

Rijkl gi[kUl
1 / R \

2(re—1)
V kHij— V jHik.

(13)

(14)
Из соотношений (2), (13), (14) с использованием теоремы 1 и условий 

«-симметричности следует

Теорема 10. Конформно-плоских Жп‘-пространств с положительно 
определенной метрикой не существует. Скалярная кривизна всякого кон­

формно-плоского Жns-пространства равна нулю. Метрический тензор, тен­
зор Риччи и тензор кривизны имеют следующее строение'.

1
~ Riiki—etugi-iikti],
4

где

h2=t2=(th)=0, (hh')=ea8ax, e=±l, e0=±l, о, t=3, ..., re.
a x

■6. Пространства — времена общей теории относительности, удовлетво­

ряющие определению (^/-пространств, в силу условий (2) согласно кри­
терию Лихнеровича (6) приобретают важную физическую интерпретацию 
как пространства, определяемые гравитационными волнами. Приведенные 
выше результаты для ге=4 и сигнатуры Лоренца полностью позволяют вы­
яснить структуру кривизны, волновой характер и другие характеристики 
указанных полей тяготения.

Казанский государственный университет 
им. В. И. Ульянова-Ленина
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29 1 1973
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