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Пусть дан компакт У, лежащий в гильбертовом кубе Н, замкнутое мно­
жество А пространства X и последовательность непрерывных отображений 
/*:  А->-Н, аппроксимирующая компакт У в смысле Кристи (см. ниже).

* Это понятие было впервые введено даже для более общего случая D. Е. Christie 
((•), стр. 285) (mappings towards a space). По-видимому, первым, нашедшим упо­
требление этому понятию (под названием approximative map), был К. Борсук ((2), 
стр. 246).

** В случае, когда из контекста ясно, какой именно компакт аппроксимируется 
данной последовательностью, мы будем обозначение этого компакта опускать.

*** Более сильное утверждение см. далее.
**** Пространства у нас всегда хаусдорфовы, а отображения непрерывны.

Изучается вопрос о «продолжении» последовательности {Д} в последо­
вательность продолжений {Z\: Х-+Н}, Fh\A=fK, также аппроксимирующую- 
компакт У.

Определенпе 1*.  Скажем, что последовательность {fh: А-+Н} 
аппроксимирует компакт У, если для любой его окрестности V 
почти все (т. е. начиная с некоторого номера ге=ге(У)) отображения Д го­
мотопны друг другу в У (т. е. для любых k, l^n существует гомотопия 
hh, г: АХ7->У, связывающая Д с /г).

Доказывается (и. 1°), что для паракомпактного пространства X задача 
продолжения аппроксимирующей ** последовательности сводится к подоб­
ной задаче для некоторого сепарабельного метризуемого пространства X'. 
Далее (п. 2°) показывается, что аналогичная задача продолжения фунда­
ментальных последовательностей в смысле К. Борсука ((2), стр. 225) 
сводится к исследуемой задаче продолжения аппроксимирующих 
последовательностей. Наконец (п. 3°), находятся условия, налагаемые на 
компакт У, при которых интересующая нас задача продолжения решается 
положительно в достаточно широком случае. Например, если У — абсолют­
ный окрестностный ретракт, таким — необходимым и достаточным! — усло­
вием является условие *** тривиальности всех гомотопических групп: 
щ(У) =0.

1°. Известные факторизационные теоремы С. Мардежича (3) и Б. Па- 
сынкова (4) обобщаются следующим образом.

Теорема 1. Пусть даны паракомпакт X, бикомпакт С и отображе­
ние****  Н: XXC-+Y в метризуемое пространство У. Тогда существуют 
такие отображения g: X-+Z и h: ZXC-+Y, что-.

а) Z метризуемо;
б) H=ho(gXe), где е: С-+С — тождество-,
в) w(Z)^w(Y), где w — топологический вес-,
г) dimZ^dimX, где dim — размерность, определенная с помощью по­

крытий.
Теорему 1 можно распространить далее на счетные последовательности:
Теорема 1'. Пусть в условиях теоремы 1 дано счетное семейство ото­

бражений Hh: XXC->-Y. Тогда существуют одно отображение g: X-+Z и 
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счетное семейство отображений hk: ZXC-+Y, удовлетворяющих условиям 
а), в), г) и условию

б') Hk=hk°(gXe) для всех к.
Отсюда и из факторизационной теоремы, доказанной в (5), для аппрок­

симирующих последовательностей вытекает еще одна факторизационная
Теорема *2.  Пусть даны паракомпакт X, замкнутое в нем множест­

во А, компакт Y, лежащий в гильбертовом кубе Н, и последовательность 
отображений {jk: А-+Н}, аппроксимирующая Y. Тогда существуют такое- 
отображение g: X->-Z и последовательность отображений {hk-. В-+Н}, ап­
проксимирующая Y, что-.

* Она-то и позволяет сводить задачу продолжения с общего случая параком- 
пактных пространств X к подобной задаче для случая сепарабельных метризуемых 
пространств.

** Ср. с определением 1.
*** Пространство X бинормально, если произведение XXI пространства X на отре­

зок I нормально.
**** См. (6), стр. 55.

***** Ср. с определениями 1 и 2.

a") Z — сепарабельно и метризуемо-,
д") B=gA, где черта означает операцию замыкания-,
б") fk=hk°g\A для всех к-,
г") dim Sodini А и dim(Z\B)Crd(X\yl), где тА. — так называемая от­

носительная размерность (см. (5)).
Оказывается, задача продолжения аппроксимирующей последователь­

ности {fh} зависит только от гомотопического класса этой последователь­
ности, который мы сейчас определим, следуя (2).

Определение 2. Последовательности {/А: X’-* И} и {gk-. Х-+Н}, 
аппроксимирующие компакт Y, Y=11. назовем гомотопными, если для 
любой окрестности V компакта Y отображения fk и gk гомотопны в V почти 
для всех ** к.

Легко видеть, что отношение гомотопности является отношением экви­
валентности на множестве всех последовательностей f={fk: Х-+Н}, ап­
проксимирующих Y. Поэтому это множество распадается на классы экви­
валентности, которые называют гомотопическими классами (последова­
тельностей). Гомотопический класс последовательности f обозначают че­
рез Щ.

Теорема 3. Пусть в условиях теоремы 2 даны две гомотопные после­
довательности {fk-. А-+Н} и {gk. А-»-Н}, а пространство X бинормально ***..  
Тогда, если одну из них можно продолжить на X в последовательность,, 
аппроксимирующую Y, то и другую тоже.

2°. Рассмотрим связь между аппроксимирующими последовательностя­
ми и последовательностями, фундаментальными в следующем смысле.

Определение 3****.  Пусть У — подкомпакт гильбертова куба Н,. 
а X — замкнутое подмножество некоторого выпуклого множества W неко­
торого банахова пространства. Последовательность отображений {fk: ТУ->- 
-+П} называют фундаментальной из X в У, если для любой окрест­
ности V компакта У существует такая окрестность U множества X, что- 
почти все ограничения Д|и- гомотопны друг другу в V *****.

Определение 4**.  В тех же условиях последовательности (Д: 1У-> 
-*-Н}  и {gft: РУ->-Я}, фундаментальные из X в У, называют гомотопны- 
м и, если для любой окрестности V компакта У найдется такая окрестность 
U множества X, что ограничения fk|и и gk\v гомотопны в V почти для 
всех к.

Ясно, что для любой последовательности {fk. W-*-H},  фундаментальной 
из X в У, ее ограничение {fk | х} является последовательностью, аппрокси­
мирующей У, причем ограничения гомотопных последовательностей, фун­
даментальных из X в У, будут также гомотопными.
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Оказывается, эта связь с точностью до гомотопии взаимно однозначна, 
как показывает

Лемма 1. Всякую последовательность {fkt Х-+Н}, аппроксимирую­
щую Y, можно продолжить в последовательность {fh't W-+JI}, фундамен­
тальную из X в Y.

Лемма 2. Если ограничения (на X) последовательностей {fk: W-+H) 
и {gk: W-+H}, фундаментальных из X в Y, гомотопны, то и данные после­
довательности гомотопны.

Отсюда следует, что все продолжения (фундаментальные из X в У) 
■одной и той же последовательности (аппроксимирующей У) гомотопны 
друг другу. Более того, из лемм 1 и 2 получается

Теорема 4. Операция ограничения на X, определенная на множест­
ве всех последовательностей f={fh: W^-Н}, фундаментальных из X, X^W, 
в У, Y^H, порождает взаимно однозначное соответствие между множест­
вом всех гомотопических классов [/] всех таких последовательностей и 
множеством всех гомотопических классов всех последовательностей, 
■аппроксимирующих У.

Определение 5. Пусть в условиях определения 3 дана последова­
тельность {ф: W-+H}, фундаментальная из Л в У, где А замкнуто в X. 
Последовательность {Fk: W-+H}, фундаментальная из X в У, называется 
продолжением последовательности {Д}, если ЯА|А=Д для 
всех к.

Из лемм 1 и 2 и теоремы 3 получаем следующее обобщение одной тео­
ремы Патковской ((’), стр. 87).

Теорема 5. Пусть в условиях определений 3 и 5 даны две гомотоп­
ные последовательности {Д} и {gj, фундаментальные из А в У. Тогда, 
■если одну из них можно продолжить в последовательность, фундаменталь­
ную из X в У, то и другую тоже.

3°. Перейдем к условиям продолжения аппроксимирующих последова­
тельностей.

Определение 6. Компакт У, лежащий в гильбертовом кубе Н, на­
зывают аппроксимационно fc-связным, если для любой его 
■окрестности V существует такая меньшая его окрестность U, что любое 
отображение /: Sh-+U гомотопно в V постоянному отображению *.

* См. (8), стр. 266. На самом деле определение не зависит от вложения ком­
пакта Y в куб Н.

** Сравните с леммой 5.1 в (8), стр. 272.
*** Это определение также не зависит от вложения компакта У в куб Н. Оно эк­

вивалентно первоначальному определению ((е), стр. 65), данному К. Борсуком.

Лемма 3. Пусть даны метризуемое пространство X, замкнутое мно­
жество А и компакт У, лежащий в кубе Н. Тогда, если У аппроксимацион­
но к-связи при всех к^п, a dim(X\A)Cra+l, то для любой окрестности V 
компакта У найдется такая меньшая его окрестность U, что всякое отобра­
жение j: A-+U продолжаемо в отображение F: X-+V **.

Теорема 6. Пусть в условиях леммы 3 пространство X паракомпакт­
но. Тогда, если У аппроксимационно к-связен при всех к^п+i, a rd(X\ 
\Л)=С«+1,7'0 всякую последовательность {Д: А-+Н}, аппроксимирующую 
У, можно продолжить на X в последовательность, также аппроксими­
рующую У.

Определение 7***.  Компакт У, лежащий в кубе Я, называется 
■фундаментальным абсолютным (соответственно абсолют­
ным окрестности ым) ретрактом, если последовательность вло­
жений {Д=г: У->Я} можно продолжить в последовательность {гА: Я->-Я}, 
•фундаментальную из Я (соответственно из некоторой замкнутой окрестно- 
-сти компакта У) в У.

Кратко пишут y^FAR в первом случае и y^FANR —во втором.
Из леммы 3 и теоремы 4.3 (8), стр. 271, вытекает
Теорема 7. Пусть в условиях леммы 3 пространство X параком­
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пактно, континуум FeFANR и аппроксимационно 1-связен, a rd(X 
<п+1. Тогда всякую последовательность {/*:  А-+Н}, аппроксимирующую 
Y, можно продолжить на X в последовательность, аппроксимирующую Y, 
в том и только том случае, когда ль(У)=О для всех к^п.

* Это определение, равно как и предыдущие, не зависит от вложения в куб Н. 
См. (10), стр. 65. Всякий фундаментальный абсолютный окрестностный ретракт подви­
жен.

** Теорема 11 дает положительный ответ на вопрос К. Борсука ((8), стр. 274).
3 ДАН, т. 212, № 4 809

Здесь щ (У) — фундаментальные гомотопические группы компакта У, 
введенные К. Борсуком (см. (2), стр. 252). Если FeANR, то л»(У) = 
=Лл(У), где л6(У) — обычные гомотопические группы.

Из теоремы о замещении (см. (9), стр. 340) получается аналогичная 
для аппроксимирующих последовательностей

Теорема 8. Пусть в условиях леммы 3 пространство X нормально, 
a yeFANR. Тогда для любой последовательности {fh: А-+Н}, аппрокси­
мирующей Y, существуют такие конечное открытое покрытие у простран­
ства X, подполиэдр К нерва Ny покрытия у и последовательность {<рА: 
К-+Н}, аппроксимирующая У, что для любого барицентрического отобра­
жения g: X->NV непременно g(A}^K, а последовательности и
{qvg | л} гомотопны.

Отсюда и из теоремы 3 вытекает
Теорема 9. Для каждого компакта I'eFANR существует такой ко­

нечный полиэдр Р, что dimP^dim У и P^Y.
Здесь P^Y означает, что Р фундаментально доминирует над У в смыс­

ле К. Борсука (см. (10), стр. 25). Если УеАХБ, то фундаментальное до­
минирование в данном случае эквивалентно гомотопическому.

Из теорем 7 и 8 следует
Теорема 10. В условиях теоремы 7 всякую последовательность 

{fh: А-+Н}, аппроксимирующую У, можно продолжить на X в последо­
вательность, также аппроксимирующую Y, тогда и только тогда, когда 
л*  (У) =0 для всех к.

Определение 8. Компакт У, лежащий в кубе Н, называется под­
вижным, если для каждой его окрестности V существует такая его 
окрестность U, что для всякой его окрестности W найдется гомотопия 
h: UXI-*-V,  удовлетворяющая двум условиям: h(u,(Y)=u и h(u, 1)еУУ 
для всех u^U*.

Из леммы 3 и одной теоремы К. Борсука (см. (10), стр. 110) вытекает 
следующая

Теорема 11**.  Континуум yeFAR тогда и только тогда, когда он 
подвижен, аппроксимационно 1-связен и щ(У)=0 для всех к.

Заметим, что отсюда вытекает возможность замены в теореме 9 усло­
вия y^FANR более слабым условием подвижности.

Теорема 12. Пусть в условиях леммы 3 континуум FeFANR и ап­
проксимационно 1-связен. Тогда, если щ(У)=0 для всех к^тп—1, 
a dim(X\A)<ra+l, то всякую последовательность {/*:  А-*Я},  аппрокси­
мирующую У, можно продолжить в последовательность {Fh-. U-+H}, так­
же аппроксимирующую У, на некоторую такую окрестность U множест­
ва А, что dim (X\U)^n—m.

Б заключение хочу выразить благодарность проф. Ю. М. Смирнову за 
внимание к моей работе, за ценные советы и помощь.
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им. П. Лумумбы 26 I 1973
Москва

ЦИТИРОВАННАЯ ЛИТЕРАТУРА
1 D. Е.; Christie, Trans. Am. Math. Soc., 56, 275 (1944). 2 К. Borsuk, Fund.

Math., 62, 223 (1968). 3 S. Mardesic, Illinois J. Math., 4, 278 (1960). 4 B. A.
Пасынков, Fund. Math., 60, 285 (1967). 5 Ю. T. Лисица, Сибирск. матем.
журн. К» 1 (1973). 6 К. В о г s u k, Fund. Math., 64, 55 (1969). 7 Н. Patkowska,
ibid., 64, 87/(1969). 8 К. Borsuk, ibid., 67, 265 (1970). 9 Hu Sze-tsen, Trans.
Am. Math. Soc., 64, 336 (1948). 10 K. Borsuk, Theory of Shape, Arhus, 1970.


