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РЯДОВ ФУРЬЕ

(Представлено академиком С. М. Никольским 25 VI 1973)

В работе (*)  для средних Рисса критического порядка кратных рядов 
Фурье автором были получены аналоги классических признаков сходи­
мости Жордана, Юнга, Валле — Пуссена и Салема. В настоящей статье 
для этих же средних формулируются признаки равномерной сходимости 
типа Дини — Липшица и Салема.

1. Пусть EN, N=i, 2,...,— вещественное эвклидово пространство раз­
мерности N, точки (элементы) которого будем обозначать через х= 
= у=(У1,.. ■, Ух) и т. д. Расстояние между х и у обознача-

N

ется через {х—у\, т. е. |аг—у| = (2' г/Д2)71, а скалярное произведе-
Л=1

нпе — через (х, у), т. е. (х, у) = £ xhyk. Единичную сферу {х-. x^EN, 
h=l

|а:|=1} будем обозначать через ow, а куб {х\ x^EN, — л^х^л, k—i,... 
... ,N} — через QN.

Все функции f(x), x^EN, ниже будут считаться 2л-периодическими 
по каждому аргументу xh, k=l,2,...,N. Пространство всех непрерывных 
функций f(x), x^En, будем обозначать через С (Ея).

Разложим функцию / (ж) ^C(EN) в ряд Фурье

/(а-)~ yi|an(/)ei(n’3l) Яп(/) (О

где n=(ni,..., Пх) — целые точки EN, т. е. все щ —целые числа.
С. Бохнер (2) впервые рассмотрел для А>2 средние Рисса

(ж, /) = У, ( 1 - ап(/)е‘<пх), б>0,

|n|=SH

(2)

и доказал, что для 6>(А—1)/2 средние (2) при равномерно схо­
дятся к функции f(x), если f(x)^C(EN). В этой же работе для функций 
f(x) класса L2(Qx) доказан аналог признака Лебега для средних (2) по­
рядка 6=(2V—1)/2. Из работ С. Бохнера (2), Э. Штейна (3) и других ав­
торов следует, что иногда естественным аналогом одномерных сумм Фурье 
при N^2 являются средние (2) порядка 6= (N— 1)/2.

Для /(x)eL(().v), 7V=1, 2,. .., положим

fx(t) = —Ц f /(x+ty) ddx(y), t>0,
on

(3)

где |ax| обозначает площадь сферы Ох, а интегрирование в (3) произво­
дится по поверхности сферы oN. При этом для N=1 мы считаем Д(£) = 
= l/2lf(x—t)+f(x+t)]. Таким образом, fx(t) есть не что иное, как сфе­
рические средние В. А. Стеклова функции t(x) радиуса t в точке х.

Введем в рассмотрение модифицированный модуль непрерывности 
функции /(z) еС (Ех) следующим образом:

65(6,/) = sup sup sup \fx(t+h)—fx(t)\.
X<=EN — oo<t<oo
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Из (3) легко следует, что со (6, /)<ы(б, f), и (б, /) =sup sup |/(ж+г/) —/(ж) [xeEN 11/Кб
— обычный модуль непрерывности.

Теорема 1. а) Если f(x) <^С (EN), 2V>1, и 65 (б, /) In (1/6) ->0, б->-+0, 
то

5Г"1>/2> (*,/)-/(*),  (4)
равномерно относительно x^EN.

б) Для любого N=1,2,... существует функция f(x)^C(Ey), для ко- 
торойа(ф)Д) = О (----- ------V6->+0, но средние ■S(rV_1>,2) (ж,/) не сходятся

\ In (1/6) /
в точке ж=0 к /(0).

Следствие 1. Если f(x) ^C(EN), N^1, и со (б, /) In (1/6) ->0, 6->+0, 
то (4) выполняется равномерно относительно x^EN.

При 7V=1 следствие 1 превращается в признак Дини — Липшица о 
сходимости сумм Фурье, а утверждение п. б) теоремы 1 при У=1 при­
надлежит Лебегу (4) (см. также (5)). Отметим, что аналог признака 
Дини — Липшица для двойных рядов Фурье в случае, когда их сходимость 
определяется через прямоугольные суммы, получен в (6), стр. 181.

Утверждение б) теоремы 1 доказывается методом С. М. Никольского 
(5), а утверждение а) является следствием приводимой ниже теоремы 2.

Пусть к — нечетное число. Для / (ж) еС (Ен) положим

где штрих — суммирование лишь по нечетным значениям индекса.
Теорема 2. Если f(x)^C(EN), N^1, и Тк(х, t, f) ->0, рав­

номерно относительно x<=EN, 0=^£=^n, то условие (4) выполняется равно­
мерно относительно x^EN.

При /V=lj9Ta теорема принадлежит Салему (см. (’), стр. 283).
2. Пусть Rj, /=1, 2,..., 2fr,— координатные октанты в системе коор­

динат (xi, Хг,..., xN) (порядок нумерации произволен). Обозначим через 
R, множество всех внутренних точек октанта R,, а через /?3(ж0) — сдвиг 
xa+Rj множества й3 на вектор x^EN. Введем следующее

Определение. Пусть в окрестности О(ха) точки xa<^EN, 2V>2, за­
дана последовательность функций /А(ж) и пусть Д(ж)-*/(ж),  к-*-+°°,  для 

2W

всякого же Rj(x0)О(хо). Пусть существуют пределы lim /(ж)^ 
3=1 х-*х 0, x^Rj(xo)

=f(x0), 7=1, •••> 2W. Если существует такой номер /, К/^2’г, что
lim Д(ж) </Дж0) < lim Д(ж), то будем говорить, что последова- 

A->-f-oo оо
я-Жо, жеЯ;(я0) эс—>Хо, x^Rj(xq)

тельность Д(ж) обладает явлением Гиббса в точке ж0.
Эту же терминологию сохраним и для системы функций /л(ж), зави­

сящей от непрерывного параметра 7?>0. Для У=2 это определение пред­
ложено в (8). Для N=1, т. е. в одномерном случае, мы считаем, что яв­
ление Гиббса определяется обычным способом (см. (15), стр. 105).

Пусть Ф(и), и>0, Ф (0) =0,—непрерывная, строго возрастающая функ­
ция. Будем говорить, что функция /(ж), x<^EN, принадлежит клас- 
с у V<t>N, если

тп

r=i

где

Гф(/) = sup sup V Ф (|/(жг)- /(жг-1) |)<оо,
“ Па

Пк={ж°, ..., жт} — любой конечный набор точек из QN таких, что

(—^““(ж/—ж* _1)>0, к=1, ...,N; r=i,...,m; m=l,2,..., 
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причем ак равны 0 или 1, а-вектор а= (аь ..., aN) пробегает все 2N воз­
можных значений.

При Ф (и.) =и класс Гф'" содержит в себе класс HN функций N пере­
менных, имеющих ограниченную вариацию на QN в смысле Харди (16). 
Отметим также, что справедливы вложения

Гехр ( — u—a) CZ J ехр(—u“Р), О <— ОС < 00, 2V==1, 2, • . •
При этом Vu=V — обычный класс функций одного переменного, 

имеющих на [0, 2л] ограниченную вариацию в смысле Жордана.
В работе (‘) доказано, что у функции f(x)t=V®N в любой точке x^EN 

существуют пределы по октантам lim /(х) =/j(z0) при любом /= 
Х->ХП, хей,(хп)

=1, 2, ..., 2N. Если при некоторых /1^/2, то будем говорить,
что функция /(а;) разрывна в точке х0. В противном случае функ­
цию / (х) е 17фл’ будем называть непрерывной в точке х0.

Предположим, что Ф (и) и Ж (и), и>0,— две взаимно дополнительные 
функции в смысле У. Юнга (см. (7), стр. 32).

Теорема 3. а) Если f(x) У=1, 2, и £ Ж (1/Л) <°°, то в каж-
Л=1

дой точке разрыва функции f(x) средние (2) при 6>(У—1)/2 обладают 
явлением Гиббса.

со

б) Если У=1, 2, ... и S’? (1/&)=°°, то утверждение п. а) для 
k=i

6=(У—1)/2 теряет силу в классе ЮЛ
Следствие 2. а) Если /(zJsE/, N=1, 2, а Ф(и)=ир, i^p<°°, 

или Ф (и) =ехр(—и~“), 0<а<1, 0^ii<uo<l, то средние (2) порядка 
6>(У—1)/2 обладают явлением Гиббса в каждой точке разрыва функ­
ции

б) В классе V^p(-u-*) , N=i, 2, ..., явление Гиббса для средних (2) 
порядка (У—1)/2 не обязательно имеет место.

* Для средних 5(’’(г, /), 6>0, Д'>2, ответ на этот вопрос положителен (“)• R

Поскольку Hn<^Vupn, 1Ср<°°, у=1, 2, ..., то из следствия 2 вытекает
Следствие 3. Для средних (2) порядка б>*/г  явление Гиббса име­

ет место в каждой точке разрыва функции f(x), если /(х)еЯ2.
Отметим, что для случаев У=1, f(x)^V и У=2, f(x) =fl(xl)f2(x2), где 

fi(xj)^V, j—i, 2, наличие явления Гиббса в поведении средних (2) поряд­
ка 6^0 установлено в (8).

3. Положим

Лх(ж) = а„е<(пл), v=0,1,...»
|n|’=v

причем Ж(-т)=0, если равенство |n|2=v невозможно при целых n^EN.

Теорема 4. Если N=2 и S |Л,(;г) |<<» при всех x^E<=Q2, множе- 
ч=0

ство Е имеет положительную плоскую меру Лебега, то

£( £ '<<-•
v=0 n13+nJa=v

Это двумерный аналог теоремы Лузина — Данжуа (см. (’), стр. 173). 
Доказательство опирается на один результат А. Зигмунда (9).

4. Известно (10), что в одномерном случае ряды Фурье функций клас­
са Ъг сходятся почти всюду. Однако в настоящее время нет ответа на во­
прос, сходятся ли почти всюду средние (х, f), т. е. сферические частич­
ные суммы ряда (1), если /(ж)е£2(()я), У>2*.  Поэтому могут предста­
вить интерес достаточные условия на квадратический модуль непрерывно­
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сти функции /(i)eL2(((v), N^2, обеспечивающие сходимость почти всю­
ду сферических частичных сумм ряда (1). Ниже приводится одно из таких 
условий. Оно получается с помощью многомерного аналога одной теоре­
мы П. Л. Ульянова (12), который мы сейчас сформулируем.

Пусть функция а(^)^0, 0<(^1, не возрастает и удовлетворяет
« 1 J tia(,t)dt=O (б4 J a(Z)dij, 6->+0. 

0 б
Теорема 5. Если f(.x)<^L2(Q.A, N^2, и выполнено (5), то условия

(5)

у1, ( У, 1а»(/) I2) J a(t)dt<°°, Ja(OII/x(f)-/(a:)llb(Qw)di<00.
V=1 |n|2=v yi/2 0

равносильны.
Пусть f(x) ^L2(QN) и co2(6, /) =sup \\f(x+y) —f(x) - квадратиче-

lylc'*
ский модуль непрерывности функции /(z). С помощью теоремы Меньшо­
ва — Радемахера (см. (14), стр. 190) из теоремы 5 получаем

Следствие 4. Если f (х) ^L2 (Q N), У>2, и

J ®22(«, ^<°°,
о

то средние S$ (х, f), т. е. сферические частичные суммы ряда (1), сходят­
ся к f(x) почти всюду.

В частности, условие (6) выполняется, если при каком-либо е>0
1 \

1п(1/б) • [1п1и(1/б) ]’/1+Е / ’ °’

Из теоремы 5 на основании теоремы Орлича (см. (“), стр. 198) полу­
чаем также

Следствие 5. Если f(x) ^L2 (QN), 7V>2, и
iJ и22(«,/)

О

при каком-либо е>0, то ряд

V = 0 |n|2==V

(6)

inl+e(i/0------------- at<oo 
t (7)

со

V=0

сходится почти всюду на QN при любой перестановке членов Av(x, f).
В частности, это имеет место, если <а2(б, /) =<9(1/1и1+е(1/6)), 6->+0, 

при каком-либо е>0. При 7V=1 это доказано П. Л. Ульяновым (13).
Московский физико-технический институт Поступило
Долгопрудный Московской обл. 21 VI 1973
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