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(Представлено академиком С. Л. Соболевым 25 11973)

В нашей работе (') было изучено асимптотическое поведение решения 
задачи Коши при /-*-<» для следующей линеаризованной системы Навье —
■Стокса:

dv
--------[v, <»]— vAv+gradP=0, (1)
at

div v=0
в области

{x<=E31 Z>0}
■с начальными данными

v(«, 0 |<=0=v°(a:), divv°=0, (2)
где v(x, 1) = (гл, Ц2, Вз), <о — заданный постоянный вектор угловой ско­
рости, который, не ограничивая общности, можно считать равным (0, ©, 0); 
-[ •, ■ ] — векторное произведение, v=const>0.

В указанной работе была доказана теорема о равномерном по х^Е3 
1 \

~(\’ одновременно было данозатухании решения со скоростью О

явное представление решения задачи (1), (2).
Оставался открытым вопрос, каким образом будет убывать решение за­

дачи (1), (2), если рассматривать систему (1), зависящую только от двух 
пространственных переменных, скажем х= (a\, х2) или я= (ж2, х3) (зависи­
мость системы от х2 мы учитываем, так как выбрали х2 осью вращения).

Этот же вопрос стоит и для системы С. Л. Соболева (2)
dv/di—[v, oj+grad Р=0, (3)

div v=0
■при v=0.

В случае трех пространственных переменных в (3) было доказано убы­
вание решения задачи (3), (2) со скоростью 0(1/(<d£))- В работе (4) для 
двух пространственных переменных была доказана лишь ограниченность 
решения по t при задачи (3), (2), равномерная на любом компакте 
по х^Е2.

Трудность при рассмотрении этих вопросов для системы (3) состоит в 
том, что решение представляется в виде сверток с неабсолютно сходящи­
мися интегралами от осциллирующих функций.

В настоящей работе мы устанавливаем скорость убывания при 1-*°° 
решения задачи Коши для системы (1) в случае двух пространственных 
переменных. В случае одного пространственного переменного этот вопрос 
яетрудный, и мы приводим соответствующие результаты в замечаниях 
1 и 2.

Итак, рассмотрим решение системы (1) в предположении, что все вхо­
дящие в нее функции и начальные данные (2) зависят только от двух 
пространственных переменных х— (xt, х2~) (или х= (^2, ^з)).
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Предполагая начальные данные v0(xi, ж2) достаточно быстро убываю­
щими по х при |yr | -*о° (например, принадлежащими классу L,(Z?2)), при­
меняя преобразование Фурье по х и пользуясь теоремой о свертках преоб­
разований Фурье, мы получаем решение задачи (1), (2) в виде

у(ж, 0 = J {v°(i/)^1(a:-z/,0 + [v()(!/),^2(a:-^, t)]}dy,
^2

P(x,t) = ^{-v2°(y)K3(x-y,t')+v30(y)Ki(x-y,t)}dy. (4)

Ядра KL в формулах (4) после однократного интегрирования с перехо­
дом к полярным координатам представляются в виде

Л\(ж, 0 =-----
4л J

/1 (й2)
Й2

К22(х, 0=0,

Г /1(Й1) J1 (Й2)

1 Й, Й2

Л(й.) + Ш) 1
й. й2 1

А4 (х, t) = ~\e~vaf[J0 (Й.) -/о (Й2) ] dk,
4л t

где
Qi=y (Хж2+<вО2+^2а:Л Й2=У (Xx2—coi)2+^2^i2,

Л и Л — функции Бесселя.
Имеет место следующая
Теорема 1. Если начальные данные v°(лгь хг)^К{Ег) и удовлетво­

ряют естественому условию согласования divv°=0, то решение задачи 
Коши для однородной системы (1) равномерно по всем х^Е2 убывает при 
t->-oo следующим образом: вектор v(z, 0 убывает как О(1//”/2), а функция 
Р(х, 0 как О (1/i); пРи больших tuv, ®>0 имеют место следующие рав­
номерные оценки:

|v(z, 0 1^—t=-Hv°IIi.1(E1),
viVtoi

\Р(х, OI<T=S^=
VviVwi

где и С2 — абсолютные постоянные, не зависящие от v°, х и t.
Для доказательства теоремы 1 устанавливаются равномерные во всем 

Е2 оценки ядер К(х, t) (см. формулы (5)), а затем используется инва­
риантность нормы в Lt относительно сдвига.

Равномерные оценки каждого из ядер К(х, 0 для вектора v(x, 0 име­
ют вид

(7)

(6)
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а для функции Р (х, t) — вид

\K(x, i) |«S
const

(8) 
Vvt V(j)t

где постоянные одни и те же для всех х^Е2, £>0 для каждого ядра 
К(х, t).

Для доказательства оценок (7) и (8) устанавливается ряд лемм о рав­
номерном убывании при интегралов от колеблющихся функций по 
неограниченному промежутку интегрирования.

Лемма 1. Если 0<y^mt, |а| =С|f>|, где а2+р2=1, тогда для инте­
грала

с cos(ccV (coi)2—z2)Q (x, t, y) = f cos (^z)------ - — -— dz (9)
0J V(<oi)2-z2

при большом t>0 имеет место оценка
|<2(z, t, y)\<C/^mt,

где постоянная С не зависит от х, у, t; здесь а=х1/г, $=х2/г, т=1/ х2+х22.
Заметим, что при y=t интеграл (9) вычисляется в явном виде, 

(?=1/2лЛ) (<ai), где 70 — функция Бесселя нулевого порядка.
Лемма 1 доказывается с помощью представления одной из подынтег­

ральных функций в (9) в виде контурного интеграла Сонина для бесселе­
вых функций:

cos(af(coZ)2-z2) / ла \/s / <ot+z \ '• ———-
------ ,--------- ----- ------- 7-у,(аУ (<ot) —z ) =

z ' 2 ' ' mt—z '
/ ла \1/2 1 f f acoi / 1 \ az / , 1 \] dw

здесь контур L в комплексной плоскости zp=g+ip идет из точки —<» по 
нижнему берегу отрицательной полуоси |, обходит начало координат по 
окружности и возвращается в — °° по верхнему берегу той же полуоси.

Подставляя (10) в (9) и интегрируя по z, можно свести задачу к ис­
следованию особенностей подынтегральной функции и равномерным оцен­
кам получающихся при этом интегралов в комплексной области.

Как следует из оценок (6) теоремы 1, вектор v(x, t) имеет при £->«> 
убывание порядка 1/ (v£) за счет вязкости и порядка 1/fmt за счет члена 
[v, ©], входящего в систему; при этом степени порядков убывания скла­
дываются так же, как в случае трех пространственных переменных, что 
было отмечено нами в (*).

Если член [v, и] в системе (1) отсутствует, то в случае двух прост­
ранственных переменных вектор v(x, t) будет убывать как О (1/ (vf)), 
т. е. точно так же, как для уравнения теплопроводности для двух прост­
ранственных переменных, что вытекает из явного представления решения, 
которое в этом случае легко выписывается.

Теорема 1 дает скорость затухания вихря в вязкой жидкости в случае 
двух пространственных переменных, что видно из формул (4) для решения 
задачи Коши.

Замечание 1. Если предположить, что система (1) и начальные 
данные (2) зависят только от х2, то в классе убывающих на 00 по х функ­
ций и при выполнении условия согласования divv°=0 решение задачи 
Коши будет иметь вид

12, (ж2, о =Г* [щ°(z/2) cos mt—v2 (у2)sin ,

Нз(^2, 0=r*[fi<l(j/2)sin (oi+n30(i/2)cos wZ],
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Таким образом, решение убывает, как 0(1/Р) за счет члена с вязкостью 
в системе (1), если начальные данные принадлежат L1(E'1), причем соот­
ветствующие оценки будут равномерными по

Замечание 2. Решение задачи Коши для системы С. Л. Соболева 
в предположениях замечания 1 имеет вид

и,. (я2, t) =v° (ж2) cos at—v3° (ж2) sin at, 
v3 (x2, t) —v3° (z2) cos coi+щ0 (x2) sin at, 

v2=P=0,

т. e. будет периодической функцией no t.
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