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Пусть В — банахово пространство. Рассмотрим в нем двухслойную раз­
ностную схему

—------ — = Ai(x,h;n')un+l+A0(x,h;n)un+Fn, 0^пт<7’; (1)
т

А0(т, /г; п), АДт, h; п) — линейные операторы в В; h=(ht,... ,hm), т — 
параметры разностной схемы, которые могут изменяться в некотором мно­
жестве таком, что замыкание Q содержит ноль и из принадлеж­
ности (т, h) множеству Q следует, что т>0, Л,>0. Последовательность эле­
ментов и0, и1,..., ип,... из пространства В, удовлетворяющая уравнению 
(1), называется его решением.

Всюду в дальнейшем будем предполагать, что для каждого п=0, 1,... 
п любых (т, h) eQ существуют операторы (7—xAi (т, h; п))_1 (7— тожде­
ственный оператор), обратные к операторам I—тАДт, Л; п), причем рав­
номерно по (т, Л)еО, пте[0, Т] справедлива оценка

||(7—тАДт, h;

Пусть С(т, h; п)=(1—тАДт, h; п))~‘(7+тА0(т, h; п)). Обозначим че­
рез 5(т, h; п+р, п) оператор перехода (*) со слоя с номером п к слою с но­
мером п+р, рХ):

S (т, 7г; п, п) =1,

5(т, Л; п+р, п) =С(т, h\ п+р—1)С(т, Л; п+р—2) ... С(т, h-, п), р>0.
Определение 1 (см. (2)). Будем говорить, что разностная схема (1) 

Q-устойчива в В, если
||5(т, Л; п+р, п)||<Л7,

причем М не зависит от пх, (п+р) те [0, 7], (т,
Пусть U={ii(i)} — класс функций, отображающих отрезок [О, Т] в В, 

непрерывных по t и непрерывно дифференцируемых по t.
Определение 2 (см. (2)). Разностная схема (1) обладает свой­

ством Q-аппроксимации на классе функций U, если силь­
ный предел в В

, г п((п+1)т) — и(пх} . ,
lim------------------------------АДт, h; п)и( (п+1) т) — А0(т, h; п)п(пт)

(гЛ)-^-о L т
=Ш (2)

существует равномерно по t при /е[0, Т], п=[£/т], u(t) ell.
Определение 3. Разностная схема (1) обладает свойством 

слабой й-аппроксимации на классе функций U, если для 
любой функции n(i)eU существует кусочно-непрерывная функция fu(t) 
такая, что равномерно по t, ^е[0, 71] (п=[Дт], п+р=[71/т], ft>7)
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, v~i г u((i+l)r)—и(гт) ibm t У---------------------------- Д(т, h; г)н((г+1)т) — А0(т, h; i)u(ix) =
(’•«Q» L T J

ii
=p«(O)de. (3)

t

Ясно, что если разностная схема (1) обладает свойством й-аппроксима- 
ции на классе функций U и функция /„(i), полученная из (2), кусочно­
непрерывна по t, то схема обладает свойством слабой Й-аппроксимации 
на U.

В качестве примера рассмотрим разностную схему
(yn+l—уп) /г—ауп—уп cos птр=0, fJ>0.

При р>1 она обладает свойством й-аппроксимации на функциях из 
G([0, Г]), fy(t)=y'(t) — (a+l)y(t). Очевидно, что при £<1 схема обла­
дает свойством й-аппроксимации только на функции y(t)=O. Однако она 
обладает свойством слабой й-аппроксимации на функциях из C"i([0, У]) 
nfv(t)=y'(t)—ay(t).

Наложим некоторое условие §1 на разностную схему (1) и класс функ­
ций U: Пусть u(i)eU, /(£) — кусочно-непрерывная по t функция и

тУ (У-/(^))------->0

равномерно по t, <,«= [0, Z] (п=[£/т], n+p=[tl/r]'). Обозначим

w((i+l)r)—н(гт)
at =--------------- --------------H,(t, Л; j)u((t+l)T)—Л0(т, h; i')u(ix)—F'.

т
Потребуем, чтобы существовала такая константа Mt, не зависящая от 

гт^[О, Г], (т, /г)еЙ, что
||а,||+||А0(т, ft; г)а,||«гЛЛ, (4)

и равномерно по пх, кх, гте[0, Г], (т, /г) ей

||[5(г, fe; п, k+r)—S(x,h; п, к) ]а,||Су(гт), (5)

где г — целое число, О^к+r^n, 'у(гт) ->-0 при гт-*0.
3 а м е ч а н и е. Если разностная схема (1) явная (А (г, h; п)=0), то 

неравенство (4) можно заменить неравенством ||a{||
Лемма. Если разностная схема (1) Q-устойчива в В и для некоторого 

элемента v^B существует такая константа М2, что нормы ||у||, ЩДт, /г; 
га)н||, ||Л0(г, h; n>)y|| меньше, чем М2, причем М2 не зависит от (г, Д)еЙ, 
гете[0, Г], то

||[5'(т, h; п, k+r)—S(x, Л; п, к) ]р||^2т|г| АМЛ/2.
Из леммы следует, что если v=at и М2 не зависит от г, то выполняется 

условие (5).
Теорема 1. Пусть разностная схема (1) Q-устойчива в В, обладает 

свойством слабой ^1-аппроксимации на классе функций U и функция /u(i) 
получена с помощью равенства (3) по некоторой функции u(t)^VL.

Тогда, если выполнено условие §1 с /(£)=/и(0, Ит гг°—гг(О), то реше- 
(т, Л)-0Q

ние {ип} разностной схемы (1) сходится к u(t) равномерно по t при 
(т, Л)->0.Q

Аналогичная теорема для схем, обладающих свойством й-аппроксима- 
ции, сформулирована в (2).
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Теорема 2. Пусть разностная схема (1) ^-устойчива в В, u(t) и 
f(t) — некоторые функции такие, что выполнено условие 91, {&"} — реше­
ние разностной схемы (1).

Тогда из равномерной по t сходимости {пп} к u(t) следует, что схема 
обладает свойством слабой Q-аппроксимации на и(Д) и fu(t) =f(t).

Будем говорить, что пара операторов 40(т, Л; п), АДх, h; п) равносте­
пенно непрерывна по £на классе функций U при (т, A)eQ, если для любой 
функции u(f) eU

11-41 (т, h; п+п0)и(Дп+п0+1)х') —АДх, Л; п)п((ге+1)т) + 
+ло(т, h; п+пДи((п+пДх) — Л0(т, /г; п)и(тгт) ||^б(w0),

где б(та0) не зависит от (т, Л)е£2, ите[0, 71); 6(тгао)-*О при ттго->О.
Следствие. Пусть выполнены условия теоремы 2, пара операторов 

Л0(т, Л; п), Ai(r, h; п) равностепенно непрерывна по t на U, /(f) непре­
рывна по t.

Тогда из равномерной по t сходимости разностного решения {и"} к 
функции и(Т) следует, что схема обладает свойством ^-аппроксимации 
на u(t).

Пусть А(Д) —оператор с областью определения И (4(f)) и со значе­
ниями в В. Предположим, что для любого foe [0, 21] область определения 
Z)(4(f0)) оператора 4(f0) содержит множество U(o={n(f) |(=(о, u(f)eU}.

Определение 4. Разностная схема (1) (слабо) Q-аппрокси- 
мирует уравнение duldt=A (f) u+j на классе функций U, если 
для каждой функции w(f)sll равномерно по t (n=\tlx\)

A(t)u(fi) = lim [Л^т, h\ п)1г((п+1)т)+40(т, Л; 7г)и(пт)],
(T, Л)->0

/(f) = lim Fn. (6)
(T, Л)->0

Q
В случае слабой Q-аппроксимации пределы (6) заменяются на пре­

делы
[О+Ч)Л]

4(f)H(f) = lim— / lim т V [Л (т, h; i)u( (f+l)x) +40(т, h; i)u(ix) ]1 ,
Ч->0 Т] 1 (т.Л)-^О “ 1

. [(<+Ч)Л1

/(f) = lim—-I lim т ,
n->0 Ц 1 (тЛ)-^-О

Замечание. Если разностная схема (1) двухслойная составная с пе­
риодом m (см. (3)), то понятие слабой Q-аппроксимации уравнения близко 
к понятию суммарной аппроксимации, которое рассматривалось ранее в 
работах А. А. Самарского и И. В. Фрязинова (подробную библиографию 
см. в (3)).

Рассмотрим в качестве класса U множество гладких решений уравне­
ния

du/dt=A(t)u. (7)

Теорема 3. Для того чтобы решение однородной (Fn^AT) Q-устойчи- 
вой разностной схемы (1) сходилось равномерно по t к гладкому решению 
u(t) уравнения (7) (г. е. решению, удовлетворяющему условию 91) при 
1г°-*гг(О), необходимо и достаточно, чтобы разностная схема (1) слабо 
^-аппроксимировала уравнение (7) на этом решении.

Из теоремы 3 и следствия к теореме 2 имеем
Следствие. Если 0,-устойчивая однородная разностная схема (1) 

удовлетворяет условию 91 на решении u(f) уравнения (7), пара операторов 
40(т, А; п), АДх, h-, п) равностепенно непрерывна по t на этом решении, 
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то для равномерной по t сходимости решения разностной схемы {пп} к ре­
шению уравнения u(t), необходимо и достаточно, чтобы разностная схема 
(1) ^-аппроксимировала уравнение (7) на этом решении и и°-*и(О).

Это утверждение можно рассматривать как двойственное к теореме 
эквивалентности Лакса (4), так как теорема Лакса гласит, что при условии 
аппроксимации устойчивость является необходимым и достаточным усло­
вием сходимости.

Автор благодарит акад. Н. Н. Яненко и Г. В. Демидова за постоянное 
внимание и помощь в работе.
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