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НАХОЖДЕНИЕ МАКСИМАЛЬНОГО ПОТОКА В СЕТИ 
МЕТОДОМ ПРЕДПОТОКОВ

(Представлено академиком Л. В. Канторовичем 16 IV 1973)

Излагается алгоритм нахождения максимального потока в сети с верх­
ней оценкой числа действий О (ге3), п — число вершин сети.

1. Потоковой сетью называется ориентированный граф G=[F; G] 
с множеством вершин V, | V | =ге, множеством дуг U, | С/| ==/?, действитель­
ной функцией «пропускной способности» дуги с(н)>0, u^U, «источни­
ком» seF, «стоком» t^V. Функция f(u), ue(J называется потоком, если:

1) 0=s£/(zz) =£с(гг) Vu^U,

2) Div(a;)= /((ж, у))-/((z,a:)) = 0 Va;£=P\{s, И.
(x,i/)e17 (z,x)eu

Максимальным называется поток с наибольшей мощностью v(/)=’ 
=Div(s)=—Div(Z) (*).

В (2) задача фактически сводится к решению не более чем п—1 задач 
следующего вида:

Дана сеть (справочная кратчайших путей) *S'A=[Tzft; Uk\, |Vh|=^rz, 
|С7А|<р, —1, с «источником» s, «стоком» t, «пропускной способ­
ностью» дуги сй(и), такая, что любая вершина, а также любая дуга
принадлежат некоторому кратчайшему (ориентированному) пути из s в t 
(с числом дуг к). Найти такой поток /*, что для любого (ориентирован­
ного) пути | из s в t найдется насыщенная дуга иеВ, т. е. /t(iz) =сА(и). 
/А называется тупиковым потоком.

Предлагается алгоритм, решающий эту задачу за О(п2) действий.
2. В справочной S= [У; U] (индекс к в дальнейшем будем опускать) 

Z-ым слоем, Z=0, 1,..., к, называется множество Ot={x: x^V, х находится 
на расстоянии I от s}. Согласно определению O0={s}, Oh={t}.

Пусть p(u), u^U,— допустимая функция, т. е. 0^р(н)<с(и). Пусть g 
называется р-заблокированным, если найдется насыщенная дуга т. е. 
p(zz)=c(zz). Дуга и=(х,у) (соответственно, вершина х') называется р-за- 
блокированной, если любой путь £ вида х, и, у,... ,t (соответственно путь 
вида x',...,t) является р-заблокированным. Таким образом, тупиковый по­
ток — это такой поток /, для которого источник s /-заблокирован.

Будем пользоваться следующими обозначениями: ос (a:), x^V, — множе­
ство дуг, исходящих из х, р (а;)-входящих в х;

V-V\{s,t}- р(?7')^р(В)|щ, 1р(Г(а:))1^ р(«), U'^U
иеи

(знак означает равенство по определению).
Функцию д(и), назовем предпотоком, если выполняются

следующие свойства:
Pi. O=Cg(zz)sSc(n);
Р2. |g(f}(a;))|>|g(a(a:))| Vx^V;
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РЗ. Если |g([J(ж)) | > |g(a(x)) |, x^V (x иазывается дефицит­
ной вершиной), то вершина х ^-заблокирована;

Р4. Вершина s ^-заблокирована.
Если предпоток g не содержит дефицитных вершин, то g — тупиковый 

поток.
3. Описание алгоритма. Тупиковый поток в S строится итера­

тивно. i-я итерация, г=1,2,..., состоит из двух частей: а) достройки 
до предпотока, б) балансирования дефицитных вершин. Функцию, 
полученную на i-й итерации в результате достройки, будем обозначать gt, 
в результате балансирования — g“cnp .

Каждая дуга имеет текущую пометку: открытая, либо закрытая. Если 
дуга становится закрытой, то она остается такой до конца работы алгорит­
ма. Вначале все дуги открытые.

Будем считать, что множество т2,... , mJ задано в виде
списка, если фиксировано некоторое упорядочение тР1, трг, ..., тря по­
средством указания начального элемента (тнач—тР1); конечного (ткон= 
=тР5) и для каждого элемента тР;. /=1, 2,..., q,— предыдущего (Ир^ 
и последующего (полагаем тРо=0, mP!!+1=0).

В виде списков задаются следующие текущие множества:
а) a (ж) Vx^V_—множество открытых ненасыщенных дуг;
б) рд(х) Ухе У — множество, смысл которого уточняется далее. Для 

каждого г<^$ь(х) определено действительное число A (z) >0^ называемое 
добавкой. Вначале а (я) =а(х) УжеУ; рд(х)—0 Ужеу.

Достройка до предпотока. Пусть уже произведено i—1 итера­
ций, г>2, определена функция g?™p и справедливы утверждения (при 
r—i—1):

1°. Для g'.!Cnp выполняются свойства Pi, Р2, P't и определен слой
s(r)-l

такой, что для Ухе [J Ot выполняется РЗ и в слоях <?s(r)+1, Os(r)+2,... 
i=i

..., нет дефицитных вершин.
2°. Все закрытые дуги g“cnp заблокированы.
3°. Для каждой дуги uea(x) Ухе У, кроме, быть может, начальной,

g"Cnp (Ц)=о.
Достройка на j-й итерации заключается в построении предпотока g, из 

gacnp . Скажем, что в дуге u^U произведено активное назначение, если 
gi(u)>g”2°p (и). Будем говорить, что во всех остальных дугах производит­
ся пассивное назначение; для каждой такой дуги и gi(u) =gf2°p (и)-

Для всех дуг, инцидентных вершинам слоев О0, Ot,..., Os(i_D_i, пола­
гаем gi=g“®“p (пассивное назначение).

Производится послойный обход вершин слоев О, «-о, Os((i-D+i,... 
..., Ok-t: сначала перебираются вершины слоя Оц.-о, затем и т. д.
до Oft-j включительно. Пусть при послойном обходе уже обойдены верши­
ны Xi, х2,. ■., xN -r Xrt+i^Oj — следующая вершина. gi(P(x)) уже опреде­
лено для любой вершины х^О3 и

lgi(P(xw+1)) (a(xw+i)) I.

а) Если |gi(P(xw+1)) | = |g?2°p (a(xK+1)) |, то полагаем gi(a(xw+1)) = 
испр (a(a;N+1)) (пассивное назначение).
б) Если [(Р(rcjv+i)) |>|g?2"p (a(xw+i)) | и а(хя+1)=0, то полагаем 

gi(a(xN+l))==g?“p (a(xN+l)) (пассивное назначение).
в) Пусть |gi(^(xN+1)) |>|g?™p (a(xN+1)) | и a(xw+l)=^9$. Пусть s(x) = 

= {«!, u2,..., uj.
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Полагаем g,(a(xw+1) \й(xN+i)) =g™iP («(^w+i)\a(zN+i)) (пассивное 
назначение). Пусть для дуг uo=0, Hi, и2,..., ut, O^Kq, gt уже опреде- 
лено и |gi(a(a:x+1)) |<|g,(P(a:w+i)) где a(xN+l) =a(^_i)\a(zw+1) U 
U {и,, ul(..., Ui} — множество дуг с уже заданным gi. Для очередной дуги 
Ui+l списка S(;rw+1) полагаем gj(ui+I) =min {c(u;+1), |gi(P(^w+J)) | — 
— |gi(a(^N+i)) |} (активное назначение). Производим активные назначе­
ния до дуги ит (включительно), для которой либо: 1) |gi(a(«w+i)\ 
\a(xw.H)U{tt1,B2,...,Bm})| = |gj(P(®w+i))|, либо 2) m=q. Для дуг 
um+l,um+2,...,uq (в случае 1) полагаем gi=g-’SiP =0 (пассивное назначе­
ние). Новый список a (zN+1) имеет вид {ит, um+i,..., uq}, если gi(um)< 
<с(пт), и имеет вид {ит+1, ит+2,..., uq}, если m<q и gi(um) =с(ит).

Если в дуге u=(xN+i, у) производится активное назначение, то и добав 
ляется в конец списка ^д(у) (даже если дуга и уже содержится в рд(у)) 
и А (и) определяем равной gi(u)—g''^p (и).

При построении gi полагаем g„CIip =0, s(0)=0, g1(a(s))=c(a(s)) 
(активное назначение) и далее действуем в соответствии с алгоритмом до­
стройки.

Балансирование. Пусть d\i)—максимальный номер слоя, 
в котором у gi есть дефицитная вершина (ж). В вершине х проводится 
операция балансирования, т. е. определение g”cnp(₽(z)) такого, что 
|g?cnp (Р(я)) | = | gi (a (х)) | и g?cnp (u)Cgi(u) ¥неф(ж). Балансирование 
в вершине х производим в соответствии со списком рд(ж), идя с его конца 
и уменьшая g< за счет «добавок». Пусть ut — очередной элемент в рд(т) 
и jglHCnp (?(«)) |Н-|gi(P(xr)\Р(л:)) |>|g.(a(a:)) |, где 0(а:)<=р(а:) — множе­
ство дуг, для которых g?cnp определено. Полагаем g?cnp (щ)=шах {gi(Ui) — 
—A(uz), |g,(a(z)) |— g?cnp(₽(z)) | — |&(0(аО\Р(ж)\и,) |} (активное на­
значение) и переходим к ut-t и так до тех пор, пока не станет 
g?cnp(^(a:)) | + |gi(^(x)\^(^)) | = |gi(«(^)) |, где (х) - (новое) множе­
ство с уже определенным g?cnp. Для VuefJ(a:)\p(a:) полагаем g,cnp (н)== 
=gi(w) (пассивное назначение). Каждая дуга и=(у, x)^fi(x) объявляется 
«закрытой» и вычеркивается из списка а (у) (если в нем присутствовала).

Если в слое Ощ) несколько дефицитных вершин, то производим балан­
сирование независимо для каждой. Для всех дуг с еще не назначенным 
g?cnp полагаем g ”спр =g, (пассивное назначение). Положим s(i) =d(i) —1.

Лемма 1. 1) gi — предпоток, 2) утверждения 1°—3° верны при r=i.
3) Если вершина x^V g?“p -заблокирована, то она gi-заблокирована и 
gfcnp -заблокирована.

Лемма доказывается индукцией по г (при i=l доказательство непо­
средственное) .

Каждой «добавке» А отнесем номер е(Д) той итерации, на которой она 
возникла в результате достройки. Пусть kit j — максимальный номер добавок 
по всем дугам, входящим в вершины слоя О,, перед началом балансирова­
ния на i-й итерации.

Лемма 2. При балансировании на i-й итерации активное назначение 
может производиться только для такой дуги иерд(ж), х^О^, у которой 
е (А (u)) =ki, d(i) • g?cnp (к) >gf (u) — А (н).

При помощи лемм 1, 2 доказывается
Теорема. В каждой вершине x^V балансирование проводится не бо­

лее одного раза.
Из теоремы следует, что число итераций не более п—2. Окончательная 

функция является потоком и поскольку s gi-заблокирована, то из лем­
мы 1 п. 3 следует, что этот поток тупиковый.

4. Оценка числа действий. При пассивном назначении дейст­
вия не производятся. Благодаря использованию списков, число действий 
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на построение тупикового потока т|=0 (п2+ц), где г) — число активных на­
значений. Из теоремы следует, что ц=О(р+т]д), где цд —число активных 
назначений при достройках. Скажем, что в результате активного назначе­
ния при достройке в дуге и произошло событие А, если дуга и насытилась, 
и событие В, если не насытилась.

Лемма 3. 1) Общее число событий А не свыше р.
2) В течение одной итерации в а (ж) Vx^V происходит не более одно­

го события В.
Из леммы 3 следует, что и р'=О(п2), где т/— общее число

событий В, откуда следует, что ц=О(п2—rf) —О(пг).
Имеется модификация изложенного метода нахождения тупикового по­

тока, для которой г]=О(р+т]'). Удается построить экстремальные примеры 
сетей, подтверждающие точность оценки О (и3) для нахождения макси­
мального потока с помощью изложенного и модифицированного методов.

Институт проблем управления Поступило
(автоматики и телемеханики) 16 IV 1973
Москва
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