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Пусть L — поле характеристики р>0 или кольцо всех целых величин 
конечного расширения F поля рациональных р-адических чисел QP, G — 
конечная группа и LG — групповое кольцо группы G над кольцом L. 
В настоящей работе исследуется связь между L-представлениями группы 
G и ее подгрупп. В дальнейшем под GG-модулями будем понимать GG-mo- 
дули с конечными Z-базисами.

Теорема 1. Пусть Ht — подгруппа конечной р-группы Н, р^2, Zp — 
кольцо целых рациональных р-адических чисел и М — неприводимый ZpHi- 
модулъ.

Тогда MH=ZPH® ZpHM является неразложимым ZpH-модулем.
Доказательство теоремы опирается на результаты Грина (*) об 

индуцированных ^-представлениях конечных р-групп.
Следствие 1. Пусть N — неразложимый ZpHi-модуль и

Qp®ZpN=N1(T4...+Nk(rh\ р^2,

где Nt,.. ., Nk — попарно неизоморфные неприводимые QpHi-модули и
— прямая сумма т\ экземпляров модуля Nt. Если хотя бы одно rt рав­

но единице, то NH=ZP® ZpHlN— неразложимый ZpH-модулъ.
Следствие 2. Пусть И — абелева подгруппа р-группы Н, р~^2, 

и J — неразложимый левый идеал кольца ZpHi. Тогда JH — неразложимый 
ZpH-модулъ.

Следствие 3. Пусть Н\ — циклическая подгруппа порядка рт, г^2, 
р-группы Н и N — произвольный неразложимый ZpHi-модулъ.

Тогда NH — неразложимый ZpH-модулъ.
Доказательство следствия 3 вытекает из строения неразложимых 

ZpHj-модулей (2_4) и следствия 1 из теоремы 1.
Следствие 4. Пусть G — конечная группа, являющаяся прямым про­

изведением р-группы Н, р=А2, и конечной группы Gt. Если М — неприводи­
мый ZpH-модулъ и Mt — неразложимый ZpGi-модуль, то ZpG-модулъ MQMi 
неразложим (М^М^ — внешнее тензорное произведение ZpH-модуля М и 
ZpGi-модуля Mi).

Доказательство следствия 4 получается из теоремы 1 и форму­
лы (5)

Нот2р(;(Ж#1И1, Л7#Ж)=Нот2р„(.#, 1И)®ZpHomZpG,(^i, Mi).

Нетрудно построить пример (G — прямое произведение группы кватер­
нионов и группы порядка 3), показывающий, что следствие 4 из теоремы 1 
не имеет места при р=2. Отметим, что теорема 1 справедлива и при р=2, 
если считать, что М — такой неприводимый Z,H ,-модуль, что 
Home2H1 (М', М') является полем (M'=Q2® /2М).

Замечание 1. Если V — полное дискретно нормированное кольцо ха­
рактеристики р>0, Hi — подгруппа р-группы Н и 7 — левый идеал группо­
вого ирТИТй' ¥Н~.АЬ'ТИ~'неразложимый У/7-модуль.
2 Дофйй_АН',_т7 21'4, Уй’Т"1 £ I

I “Г | ! * I
? БИБЛИОТЕКА о IЫ■ L- •

993



Теорема 2. Пусть G=HXB — конечная группа, являющаяся прямым 
произведением своей силовской р-подгруппы Н и подгруппы В. Произволь­
ный неразложимый ZpG-модулъ тогда и только тогда является внешним 
тензорным произведением неразложимого ZpH-модуля и неприводимого 
ZpB-модуля, когда поле Qp является полем разложения группы В или груп­
па Н циклична порядка рг, r=C2.

В доказательстве теоремы 2 используются результаты работ 
С’5).

Очевидно, что если R — кольцо целых величин конечного расширения F 
поля QP и F является полем разложения группы G=HXB, то каждый не­
разложимый LG-модуль является внешним тензорным произведением не­
разложимого L/L-модуля и неприводимого 7?/?-модуля (см. (5)).

Теорема 3. Пусть К — конечное поле характеристики /?>0 и G=HX 
ХВ, где Н — силовская р-подгруппа группы G. Произвольный неразложи­
мый KG-модулъ тогда и только тогда является внешним тензорным произ­
ведением неразложимого КН-модуля и неприводимого KB-модуля, когда К 
является полем разложения группы В или группа Н циклична.

Доказательство теоремы 3 опирается на тот факт, что для любо­
го конечного расширения К(&) поля К существует такой неразложимый 
////-модуль (// — нециклическая р-группа), что НошКн(^/, Л/)/2У=АД0) 
(N — радикал алгебры Ношкн (М, М)).

Пусть L — поле или дискретно нормированное кольцо с полем частных 
S характеристики О, G — конечная группа, a(LG) — кольцо L-представле- 
ний группы G и A(LG')=Q®za(LG') (см. определение a(LG) в (6)), где 
Q — поле рациональных чисел, a Z — кольцо целых рациональных чисел. 
Нетрудно проверить, что если G=GiXG2, то кольцо a(LGQ® za(LGQ гомо­
морфно отображается в кольцо a(LG) с помощью отображения

Ф([Л/1]®[уИ2])¥=[Л/1#Л/2], (1)

где Mi есть LG-модуль и [ilfi]ea(LGi), 1=1, 2.
Лемма. 1. Если G=G,XG2, (•| Gi |), | G21) = 1 и L — поле или дискретно 

нормированное кольцо с полем частных S характеристики 0, то Ker if>=0.
Нетрудно показать, что если G=GlXG2 и (| Gt |, | G21) =1, то

A(QGQ®qA(QG2)^A(QG).

Можно построить пример (G — прямое произведение группы кватернио­
нов и группы порядка 3), показывающий, что при L=Q и (|Gi|, |G2|)=1 
Coker ф не всегда равно 0. Отсюда следует, что ошибочен один из основных 
результатов работы (7).

Предложение 1. Пусть К — конечное поле характеристики р>0 и 
G=HXB, где Н — силовская р-подгруппа группы G. Отображение ф 
(см. (1)) является изоморфным отображением кольца а(КН) ®za(KB) на 
кольцо a(KG) тогда и только тогда, когда К является полем разложения 
группы В или группа Н циклична.

Доказательство предложения 1 нетрудно получить из теоремы 3 
и леммы 1.

Очевидно, если L — алгебраически замкнутое поле, Gh G2 — произволь­
ные конечные группы и G=GiXG2, то отображение ф кольца 
a(LGQ ®za(LG2) в кольцо a (LG) мономорфно.

Предложение 2. Пусть Zv — кольцо целых рациональных р-адиче- 
ских чисел и G=HXB, где Н — силовская р-подгруппа группы G. Отобра­
жение ip (см. (1)) является изоморфным отображением кольца 
a(ZpH)®za(ZpB) на кольцо a(ZpG) тогда и только тогда, когда поле Qp 
является полем разложения группы В или Н — циклическая группа поряд­
ка рт, г<2.
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Доказательство предложения 2 легко следует из теоремы 2 и лем­
мы 1.

Теорема 4. Пусть F— конечное расширение поля рациональных 
р-адических чисел Q„, R —кольцо всех целых величин поля F, R=R/tR 
(t — простой элемент кольца R) и G — конечная группа, являющаяся пря­
мым произведением своей силовской р-подгруппы Н и группы В. Предпо­
ложим, что поле F содержит первообразный корень степени пг из 1, где 
m — экспонента группы G. Каждый неразложимый RG-модулъ тогда и толь­
ко тогда получается редукцией из некоторого RG-модуля, когда группа Н 
циклична.

Доказательство теоремы опирается на теорему Фонга — Свана — 
Руколайне (8-10) о поднятии неприводимых ^-представлений р-разреши- 
мых групп.

Теорема 4 не обобщается на случай, когда группа G является полупря­
мым произведением групп П и В, H<G.

Рассмотрим далее связь между задачей описания неразложимых Zp- 
представлений конечной р-группы и задачей о паре матриц над полем К 
характеристики р, т. е. задачей об одновременном подобии двух пар мат­
риц над полем К. В случае модулярных представлений р-групп аналогич­
ный вопрос рассматривался в (“, 12).

Теорема 5. Пусть G — конечная р-группа. Задача описания неразло­
жимых Z „-представлений группы G тогда и только тогда не сводится к 
задаче о паре матриц над полем характеристики р, когда G — группа типа 
(2, 2) или циклическая группа порядка рг (г^2 при р=И=2 и г=СЗ при р=2).

Достаточность теоремы вытекает из работ (2_4, 13-15). Н е о б хо­
ди м о с т ь доказывается построением таких Zp-представлений Г=Г(Л, 
В) группы G, зависящих от произвольных (пХп) -матриц А и В с коэффи­
циентами из Zp (п — произвольное натуральное число), что их описание 
сводится к задаче о паре матриц над полем Zp=ZPlpZp.

Рассмотрим два типичных случая: 1) G=(a) — циклическая группа по­
рядка р3, р>3, 2) G — группа дпэдра порядка 8.

Пусть G= (а) — циклическая группа порядка р3, р>3. Очевидно, следу­
ющее отображение Г будет Zp-представлением группы Gt 

а-+Г (А, В) =

Е

0 О4/’> 0 <«Л> <«в> 0 0
7(п)Ез 0 <^> <£> 0 0 0

»<«)
fc2 0 <мЕ> 0 <£> 0

е2 0 <иЕ> 0 <£>
7(п)ei 0 0 0

О
7<п)81 0 0

где е< — первообразный корень степени р* из 1, i=i, 2, 3, t=l—е3, гг=1—е2, 
Ё1М=ё,ХЕ, Е — единичная матрица порядка п, А и В — произвольные 
(пХп) -матрицы над кольцом Zp (остальные обозначения см. в (13)). Если 
Zp-представления Г (Л, 5) и Г (Л', S') эквивалентны над кольцом Zp, то 
можно показать, что существует такая унимодулярная Zp-матрица С, что

С-'ЛС^Л' (mod р), С-'ВС=В' (mod р).

Отсюда и из (13) сразу следует доказательство необходимости в случае, 
когда G — циклическая р-группа.

Пусть, далее, G — группа диэдра порядка 8: а4=Ь2=1, Ь~'аЬ=а~1. Лег­
ко проверить, что следующее отображение Г=Г(Л, В) группы G в группу 
GL(6n, Z2) является Z2-npepcTaBneHHeM группы G:
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где

"i<n> 0 0
Е 0

<в>
Е 0

-^(П) 0
Е

0
0

QE) <-Л>П
0 В

Г (а) = — Е 0 Е , Г(Ь) = — Е Е 0
0 — Е 0 0 Е 0

Е — Е

ч’ "w -(о _’)• -=(“)■ -=(;)■
Е — единичная матрица порядка п, А и В — произвольные 22-матрицы по­
рядка п (остальные обозначения см. в (13)).

Нетрудно показать, что Zz-представления Г (Л, В) .и Г (Л', В') группы 
G Zz-эквивалентны тогда и только тогда, когда существует такая унимо- 
дулярная Zz-матрица С, что С~'АС=А' (mod 2), C~lBC~B' (mod 2). Тем 
самым доказана необходимость в том случае, когда G — группа диэдра. Во 
всех остальных случаях строятся неразложимые Zp-представления группы 
G вида Г (Л, В) с 5 или 6 различными (^-неприводимыми компонентами, 
причем представления Г (Л, В) и Г (Л', В') группы G Zp-эквивалентны 
тогда и только тогда, когда существует такая унимодулярная Zp-матрица 
С, что

C-'AC^A' (mod р), C~lBC=B' (mod р).
Следствие. Пусть G — конечная нециклическая р-группа и В — коль­

цо всех целых величин конечного расширения F поля Qp. Описание нераз­
ложимых В-представлений группы G тогда и только тогда не сводится к 
задаче о паре матриц над полем характеристики р, когда G является чет­
верной группой и F — неразветвленное расширение поля Qi.

Предложение 3. Пусть G — конечная р-группа и V — полное дис­
кретно нормированное кольцо характеристики р. Задача описания неразло­
жимых V-представлений группы G не сводится к задаче о паре матриц над 
полем характеристики р тогда и только тогда, когда G — циклическая груп­
па порядка 2.

Частично предложение 3 было доказано автором в (16).
Замечание 2. Пусть В — кольцо целых величин конечного расши­

рения F поля (?р, G — конечная группа с нормальной силовской р-подгруп- 
пой Н и п {ВС) — число неразложимых В-представлений группы G. Если 
F является полем разложения группы B=G/H, n(Bg)<°° и (|В|, 2)=1, 
то можно дать полное описание всех неразложимых В-представлений 
группы G через неразложимые В-пр ед став ления группы Н и неприводи­
мые В-представления группы В.

Отметим, что если L — поле характеристики р, Н — нормальная силов- 
ская р-подгруппа группы G и n{LG)<°°, то все неразложимые В-пред­
ставления группы G были описаны С. Д. Берманом (17).
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