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К ОБОСНОВАНИЮ ДИНАМИЧЕСКОГО МЕТОДА ИССЛЕДОВАНИЯ 
УПРУГИХ СИСТЕМ

Вопросы обоснования динамического метода, играющего основную роль 
при исследовании колебаний и устойчивости деформируемых систем, име­
ют принципиальное значение для общей теории и ее приложений. Однако 
для систем с распределенными параметрами такие вопросы находятся на 
начальной стадии разработки (,-4).

Развиваемый здесь подход к обоснованию динамического метода при­
меним к упругим системам, исследование возмущенных движений кото­
рых приводит к смешанной задаче вида

3?\и(х, i) ]+g(x) [d2u/dt2+2c du/dt+au]=F (и, ди/дх,. . ., д2пи/дх2п),

Ui0[u(x, f)]x=o=O, U»[u(x, t) ]x=i=0, i=l, 2,...,«; (1)

u(x, 0)=(p(x), du\x, 0)/5i=xf>(z),

где 3? — линейное дифференциальное выражение 2тг-го порядка по пере­
менной х; м(х, ^—перемещение рассматриваемой системы; функция 
g(x)>0; постоянные а и с неотрицательные; F — некоторая нелинейная 
функция, Г=0 при u=0; Uia, Utl — линейные формы относительно и, их,... 
..., иЖ2»-1; ф(х), ф(х) — некоторые заданные функции. Коэффициенты диф­
ференциального выражения и линейных форм задачи (1) считаются за­
висящими от переменной х и параметров приложенных к системе нагру­
зок.

Возмущения u(x, Т) предполагаются принадлежащими множеству U 
вещественных непрерывных по совокупности аргументов функций, непре­
рывно дифференцируемых по порядка 2ге включительно по х и до второго 
порядка по 1^[О, Т] и удовлетворяющих краевым условиям задачи (1), с 
нормой

l|u||= Jg(x) lu(x,Z) l2dx j .

Определение. Нулевое решение задачи (1) называется устой­
чивым, если для всяких Bi, е2>0 существуют соответственно 6,, б2>0' 
такие, что ||w||<e1, ||duldt||<е2 при t>0, если ||ф||<61 и ||ф||<62. Если же 
это решение устойчиво и, кроме того, ||п||->0, ||du/dt||->-0 при £->-оо, то го­
ворят об его асимптотической устойчивости.

В дальнейшем определяющей является соответствующая (1) линей­
ная задача на собственные значения:

2?\у(х) ]-(o2g(x)i/(x)=0, (2)

^io[z/(x) ]х=о=О, Utl[y(x) ]х=1=0, i=l, 2,..., «.
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В общем случае она окавывается несамосопряженной многопараметриче­
ской задачей. Далее ради простоты считается, что ее собственные значе­
ния зависят от одного параметра нагрузки р. Очевидно, при р=0 они по­
ложительны; будем считать их простыми. Тогда существует полуинтервал 
1= [0, р") изменения параметра р такой *,  что

* Значение р’ параметра нагрузки отвечает эйлерову, или автоколебательному 
виду потери устойчивости.
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0<со12(р) <®22(р) < ... <(0п2 (р) < ..., ре/.

Последовательности собственных функций {у„(а:)}0°п==1 и
задачи (2) и сопряженной к ней образуют, как известно, биортогональную 
систему функций с весом g(x), а каждая из этих последовательно­
стей в отдельности — базис Рисса в пространстве />/(0, 1) (5).

Предположим, что нелинейность F и начальные функции <р (х), ф(а:) 
удовлетворяют условиям

И1—/М«£<?(£) ||щ—щ.|| 1+“ Ущ, п2е//,

где Ft, Ft — ее значения при и=щ и u=u2 соответственно; (/(£) — некото­
рая непрерывная положительная функция, характеристический показа­
тель которой 7*<с;  а>0 — некоторая постоянная;

функции ф(а?) и ф(а:) разлагаются по собственным функциям задачи 
(2) в регулярно сходящиеся ряды; коэффициенты этих разложений при­
надлежат некоторому компактному множеству пространства Z2; регулярно 
сходятся ряды

00 оо

у1, ыДфпУп (х), Ф„= (ф, уп); У, (0„2i|M/n (ж), if"= (Ф, Уп) ■
п=1 п=1

Тогда справедливы такие теоремы.
Теорема 1. При р^1 или p=p‘+v (y>Q — достаточно малое число), 

существует единственное решение задачи (1) и(х, t)^U, предста­
вимое в виде ряда

оо

и(х, 0= У x„(t)yn(x),
п=1

причем имеет место двусторонняя оценка
со 

тЫ2^^1хп12<Л/Ы\ 

n—i

где т, М — постоянные, не зависящие от и.
Теорема 2. Если р<р*  и с<0, то нулевое решение задачи (1) устой­

чиво асимптотически.
Теорема 3. Если p=p‘+v, то нулевое решение задачи (1) неустой­

чиво.
Доказательство существования и единственности решения рас­

сматриваемой задачи проводится путем сведения ее к эквивалентной зада­
че для счетной системы интегральных уравнений, получаемой на основа­
нии отмеченных выше свойств собственных функций, с последующим при­
менением принципа сжатых отображений.

Теоремы 2 (3) об (не) устойчивости по первому приближению дока­
заны с помощью применения прямого метода Ляпунова к соответствующей 
счетной системе дифференциальных уравнений.



Отметим, что данный подход к обоснованию динамического метода рас­
пространяется на более сложные задачи для деформируемых систем с рас­
пределенными параметрами.
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