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Имеется значительное количество работ по поводу предельного поведе­
ния динамических систем, возникающих в математической генетике (по­
пуляций). Однако большинство из них посвящено исследованию доволь­
но простых (но важных для приложений) частных случаев. Вместе с тем 
некоторыми авторами в различное время были предложены унифицирую­
щие схемы (см. (1_3) и дальнейшее развитие в (4_6) соответственно). Но 
до сих пор, в основном ввиду комбинаторных затруднений, не было дано 
единого описания эволюции генетических систем (хотя работы (6“8) до­
вольно близко подходят к такому описанию). В настоящей работе мы, сле­
дуя направлению (2,5, ’,8), выводим единое уравнение эволюции для по­
пуляций с неперекрывающимися поколениями при отсутствии отбора. За­
тем на этой основе мы устанавливаем общую теорему о сходимости траек­
торий и исследуем скорость сходимости к равновесию.

1. Описание механизма расщепления генов. Пусть за­
дано L—{1,..., 1} — множество локусов*  и т,>2 — число аллелей в г-м 
локусе. Обозначим через aik, i=l,..., Z; k—1,..., иг,-, k-й ген г-го локуса. 
Пусть N — натуральное число и о={о!,..., ог} — некоторая система под­
множеств множества 91= {1, ..., N}. Для каждого г=1,..., Z определим на 
множестве щ функцию kt(s) со значениями в множестве {1,..., иг,} но­
меров генов Z-го локуса. Описанная структура однозначно определяет ком­
мутативный моном

* По поводу используемой нами генетической терминологии см., например, (5).

g = JJ а«Д')» (1)

seat

называемый гаметой с характеристикой о. Различные гаметы 
с одной и той же характеристикой отличаются наборами функций {А:,}. 
Множество всех гамет с характеристикой о обозначим через Г„ и назовем 
отделом гамет.

Введенные понятия имеют следующий генетический смысл: 31 — мно­
жество номеров хромосом с учетом возможного повторения тождествен­
ных хромосом в полиплоидных гаметах; щ — множество номеров хромосом, 
содержащих г-й локус; Zc,-(s)—номер гена в г-м локусе, содержащегося 
в s-й хромосоме гаметы g.

Пусть v={v1;..., V/} — произвольная система подмножеств множества 
51 и ф= {ф1,..., срг} — система отображений фь Тогда определены
функции А/(г) =А:,(ф;(г)) на полных прообразах о/=ф,_1 (щ). Моном

(2)

называется субгаметой гаметы g. Для дальнейшего удобно трактовать 
переход от гаметы g к субгамете g' как действие некоторого оператора:
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g'=Xvg. Если Im <p4<=Oi, i=l,..., l, то будем говорить, что система <р при­
надлежит характеристике о. Будем'говорить далее, что две си­
стемы отображений ср и тр составляют разбиение при характери­
стике о и писать qjJ ф, если для каждого 1=1,... ,1 области определения 
Dom <pi, Dom ф, составляют разбиение множества о..

Пусть заданы две «родительские» характеристики е, <о и характеристи­
ка о «потомка». Разбиения cpjчр, для которых <р принадлежит характери­
стике е, а ф принадлежит характеристике ©, называются допустимы­
ми для тройки (е, со; о). Любое распределение вероятностей на множест­
во допустимых разбиений называется распределением сцепле­
ния для данной тройки характеристик (е, со; о) и соответствующие ве­
роятности обозначаются ре, Дфа'ф). Генетически распределение сцепле­
ния описывает вероятности всех возможных рекомбинаций при данных 
характеристиках родительских гамет и гамет потомка.

Описанный механизм включает все обычно рассматриваемые способы 
образования гамет в мейозе при произвольных типах полиплоидии у ро­
дителей и потомков и при произвольной половой дифференциации гамет 
(в том числе) при частичном сцеплении с полом и при наличии более 

чем двух полов *.
2. Описание механизма перемешивания генов. Пере­

мешивание генов в популяции осуществляется путем скрещиваний, мута­
ций и миграций. Основой описания перемешивания является простран­
ственно-генеалогическая структура популяции. Пусть для каждой харак­
теристики о заданы два натуральных числа s, г (биологически s — число 
ареалов, обменивающихся мигрантами, г — число различных генотипов 
зигот). Пространственно-генеалогической локализаци­
ей (п.г.л.) отдела гамет Гя называется произвольная тройка Х=(о; a, J3), 
где <х=1,..., я; ,В=1,..., г. Номер а называется ареалом п.г.л., номер 
р — происхождением п.г.л. Пара (о; а) называется пространст­
венной локализацией (п.л.) отдела Го, пара (о; ^) называется 
генеалогической локализацией (г.л.) отдела Га.

Пусть даны «родительские» п.г.л. Х=(е, •), У=(ш; •) и п.г.л. Z= 
= (о, •) «потомка». Каждой тройке (X, Y; Z) должно соответствовать не­
которое распределение сцепления рх, y (<ркф) ш(сро Ф) ■ Этим определя­
ется вклад мейоза в перемешивание генов при скрещиваниях.

Мутации описываются путем отнесения каждому локусу i и каж­
дой п.г.л. (о; а, [3) стохастической (по столбцам) матрицы

[7(i)(o; а, Р) = (нрд(а; а, ^) )₽,*=!.

Элемент ИрД (о; а, (3) интерпретируется как вероятность перехода гена 
ал в ген а,р при заданной п.г.л. Определим полную матрицу мута­
ций U(а; р) полагая **

tf(o;a,f» = ® [£/<<> (о; а, р)]8"1'1

и затем образуя прямую сумму
£7(0;Р)=^\7(о;а,р).

Миграции описываются путем отнесения каждой г.л. (б; [В) сто­
хастической (по строкам) матрицы

V (о; Р) = (Pa.a- (о; Р) ) a,a'=l-

* Скрещивающихся^ однако, не по С. Лему (9), а обычным образом, т. е. попарно.
** Э|а_ конструкция мотивируется независимостью мутаций в разных локусах 

при отсутствии- -отбора_ '
I S12 ДАН| £ 1215, № 4 ;
I I Т'.г ___ 1Г; ,
I ф | /.-■ I ЕЛА J л-
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Элемент va, а'(о; Ю интерпретируется как вероятность миграции из ареа­
ла а' в ареал а при заданной г.л.

Акт перемешивания состоит из следующих друг за другом ак­
та мутации и акта миграции, причем без нарушения общности в даль­
нейшем можно считать, что мутация следует за миграцией*.  Матрица 
акта перемешивания определяется как W(о; ^) = (F(o; J3)® 
®lm)C7(o; f3), где lm — единичная матрица порядка т= |Гя| =Пm’J-

* Кроме того, отметим, что несколько мутаций (миграций) подряд можно объеди­
нить в одну.

Пусть задано натуральное Т («время поколения») и для каждого «мо­
мента времени» i=l,..., Т задана матрица Ж (о; (3) акта перемешивания 
в момент t. Матрица перемешивания за поколение опре­
деляется как произведение ТУ (о; р)=Жт(о; (3) ...Ж (а; [3).

3. Эволюционное уравнение. Будем говорить, что задано 
состояние популяции, если каждой п.г.л. (о; a, j3) сопоставлено 
некоторое распределение вероятностей хе(о; а, |3) гамет g отдела Га. Это 
распределение удобно записывать в виде формальной линейной комби­
нации

G(o;a, р)= sg(a;a, 0)g.

Соответствующий набор G(o; [3)_={G(g; a, f3)}a=i называется состоя­
нием г.л. (о; Р). Каждой г.л. Х=(е; [3) естественным образом отвечает 
набор п.г.л. {Xa}aLi , где Ха=(е; а, [3). Обозначим через Ру, т(фг^) мат­
рицу diag {px,y,(<pz, ф) .. . Р1,т,(фг3ф). Операторы Дф по линейности рас­
пространим на формальные линейные комбинации гамет G(o; a, fl) и по­
ложим

ДфС(о; 0) = {Дф£(о; 1, £) ... Д„С (щ s, £)}.

Эволюционное уравнение популяции определяет состояние 
популяции в (п+1)-м поколении как функцию состояния в п-м поколении. 
В «блочной» записи по г.л. оно имеет вид

Gn+1 (Z) = W (Z) У q (X, У; Z) У Рх т (фЬ-ф) Дф£„ (X) Дф£п (У); (3)

У, у Ф, Ф
здесь X, У, Z —г.л., д(Х, У; Z) — неотрицательные диагональные_матри- 
цы, определяющие относительный вклад состояний пары г.л. X, У в со­
стояние г.л. Z, £iq(X, У; Z) =diag (1,..., 1), умножение векторов 

в (3) — покоординатное.
4. Предельная теорема. Уравнение (3) при любом начальном 

состоянии GQ определяет траекторию Go, Gt, G2,... Для исследования 
асимптотического поведения траекторий применим метод точной ли­
неаризации (ср. (2,5,7,8)). Зафиксируем систему v подмножеств 
множества К и рассмотрим множество пар (А, ф), в которых X —г.л., ср — 
система отображений, причем Dom<p=v, ф принадлежит^ характеристике 
г.л. X. Если заданы в определенном порядке две пары (Z, ц) и (У, 9) из 
указанного множества, то определена матрица

W. (Z) ( [£ q (У, X; Z) £ Ру 3 (фЬф) +

X Т|«ф=9

+ £?(Х, y;Z) £ ^,у(фН)] ® 1|г0|). (4)

X П-Ф=9 

778



где Z=(o, •), Wr,(Z) находится из тождества A,,W(Z)=W^(Z)Дф, умноже­
ние систем отображений — почленное. Обозиачим матрицу, состоящую из 
блоков (4), отвечающих всевозможным (X, 9), (У, р), через Qv.

Теорема 1. Для сходимости всех траекторий необходимо и достаточ­
но, чтобы все матрицы Qv не имели собственных значений для кото­
рых |Л|=1.

Отметим, что в случае, когда условие теоремы 1 не выполнено, траек­
тория сходится к конечному предельному циклу.

Теорема 2. При выполнении условия теоремы 1 каждая траекто­
рия сходится со скоростью геометрической прогрессии, знаменатель ко­
торой равен наибольшему модулю собственных значений матриц Qv в кру­
ге |Л| <1.
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