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* Статья примыкает к исследованиям (1_7).

(Представлено академиком Н. Н. Красовским 10 IX 1973)

Рассмотрим систему
dx/dt=f(t, х, и, г), x(t0')=x0, (1)
x^Rn, u^P<=Rp, v^Q<=R4, (2)

где Р и Q компактны, /(■) — непрерывная и непрерывно дифференцируе­
мая по х функция, причем всякое решение уравнения в контингенциях 

dx(i)/rfieco{i/: y=f(t, x(t), и, v); и^Р, v^Q} (3)

при условиях x(t.)<^E, t.e [f0, й0] равномерно ограничено на [К, Но] для 
всякого ограниченного EcRn.

Рассмотрим программную конструкцию (7), основными элементами 
которой являются класс {гЖ(тп( •)), [7., й]} допустимых программных 
управлений т](')5 класс {<£, [£., й]} программных управлений 
v(-) II игрока и программа {II(v(-)), [К, й]}, v( •) е •)), [t., й]},
назначаемая II игроком; ^СССй^йо.

На множестве {(й, х, т): (й, m)<^McQXR"\ x^Rn} задана непре­
рывная и непрерывно дифференцируемая по х в области (о0<со<со’ 
функция о>(й, х, т). Множества ©<=[£0, й0] и M<=Rm+l предполагаются 
компактными, причем сечения М<г={т: (й, гп)^М} непусты при й^0 
и шах й=й0.©

Обозначим <р(£, К, х., г](•)), где т|(■)), [£., й]}, 
s[i., й],— программное движение (2, ’), порожденное управлением ц(-), 
а S’(Г, К, х,, v(-)) — область достижимости (*,  ’) в момент й] для
программы (n(v(-)), [£., й]}. Тогда для всякой позиции (К, х.) и мо­
мента йе0, Л^К^йСйо, определим величины

е°(К,я.,й)= max min min со (й, х, иг), (4)
{й(т(-)>.[I.,»))

e°(t.,x.)— min е°(К, х., й). (5)
[1.,«о]П0

Обозначим {n(v(-)), [Ь, й]|К, ж.}0, йе0, множество всех оптималь­
ных в программе {II(v(-)), [К, й]} управлений I игрока, состоящее из 
тех и только тех управлений ц°( ■) е{Г1(с( •)), [К, й]}, для которых

min со (й, ср0 (й), т) — min min со (й, х, т), (6)

где ср0 (й) =<р (й, К, х., ц0 (•)); о (К, х,, й) — множество всех оптимальных 
программных управлений (’) II игрока, состоящее из тех и только тех 
v°( • )e{^(m( •)), [Ь, й]}, для которых

min min <о(й, х, иг)=е°(К, х., й); (7)

0(Z., хА) — множество всех моментов й: е°(К, х., й)=е"(Ь, х,~).
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Обозначим (£*,  х,, tl, v° (■)) множество всех векторов s0 вида

s°'= ['—ы(е,<р°(в'),т1’) j 5(^Д.,ф°(),т)’()), (8>

где <р°(й) =ф(ft, h, х., ц°(•)), n0(-)e{n(v',(-)), [t., OJ|t., х.}о, и
доставляет min со (t>, ф°(0), пг); 5(^, h, ф°(-), Л°(‘)) — фундаментальная 

мо
матрица решений уравнения в вариациях (2, 7), v°(-)so(i., х,, 
(o0<e°(i», х,, t>) <<о°. Векторы s0 исполняют в данных игровых задачах ту 
же роль, как и вектор ф в принципе максимума в классическом слу­
чае (4, 5).

Пусть ЖЕ — множество всех позиций (t, х), для которых е° (t, х)^е,. 
35s(t., х., £(•))—семейство всевозможных программных движений на 
A = [h, Г], порожденных управлениями ц(• ■)), А}, согласован­
ными с вероятностной мерой £(•) на Q: на любых борелевских G<=A, 
BcQ t](GXPXB) =m(G')Z,(B), m(•)— лебегова мера на прямой.

Скажем, что u-стабильно, если прп (h, x.)^We для любых §(•)
и t‘e(h, •Ь'о] найдется либо ф‘(1)е#д(1«, £(•)), Для которого
min ы(ft, ф°(й), т)<е при Ое0ПА, либо фо(Ое^’д(^« я», ?(•)), Для ко- 

мо
торого (i, ф0 (t)) при te А.

Обозначим Же множество всех позиций (£, х), для которых е°(t, х)^=е.
Пусть 7(-) — вероятностная мера на Р, х., ^(-)) — семейство

всевозможных программных движений ф (i), <еА, порожденных управле­
ниями т](•)е{^(т(•)), А}, согласованными с у(•): на любых борелев- 
ских G<=A, Л<=Р г] (6ХЛХ(?) =m(G)4(A).

Скажем, что множество v-стабильно, если при (h, для
любых 7(-) и Ге (Г, й'о] найдется ф(г)ей?(Д) (£,, х., у(-)), для которого 
(t, ф (i)) eF, при /еА.

Рассмотрим следующее
Условие 1. Для всякой позиции а)о<е°(£., и h^0(h, ж.) и

вероятностной меры £(■•) на Q найдется момент the0(t., х>) такой, что:
1) существует вероятностная мера ц(-) на P^Q, согласованная с 

£(•): на любых борелевских B^Q ц(РХВ)=^(5), для каждого soe 
е U ^o(h, х», th, v(-)) удовлетворяющая неравенству

ст(<,, х., OJ

Р Q

2) для каждого v°(-)eo(t., х,, th) существует v'^Q, для которого на 
любом векторе .?1)еУ’0(А, х,, th, v“( •)) выполнено

min s,/f(t., x., и, v) = max min s0'f(t., x., и, p). (10)
P Q P

Условие 1.2) выполнено, в частности, когда при каждых tie 
e0(h, хР) и v°(-)eo(t*,  х,, t>) множество 5%(t., х., t>, v°(-)) состоит из 
единственного вектора s0, что выполняется, например, если система (1) 
линейна, множества M^Rn выпуклы при йе0, а <о (t>, х, тп)=||х—тп||— 
эвклидово расстояние.

Теорема 1. Для и-стабилъности множеств {Же, cl>0=^8<co0} доста­
точно выполнения условия 1.

Рассмотрим частный случай, когда 0={th}.
Теорема 2. Для и-стабилъности множеств {Жсоо<е<со0} необхо­

димо, чтобы для любой позиции a>o<e°(t., а:.)<(0° и вероятностной меры 
£(•) на Q существовала согласованная с £(•) вероятностная мера ц(-) на 
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PXQ, при всяком v°(-)eo(Z., x.)=G(t., x., Фо), удовлетворяющая условию

min s' | /(£-, хч u> v) p(duXdv) — max min x., u, v~) ^0.

p Q (11)
Следствие теорем 1 и 2. Пусть для всякой позиции и0<е°(^, х.)< 

<(о° /,е[£0, Фо) множество х., v°(-))=5’o(i», #«, Фо, v’(-)) при
каждом v° (•) ео (£., ж«) состоит из единственного вектора s0.

Тогда для и-стабильности множеств {ЖЕ, (o0^8<w0} необходимо и до­
статочно выполнения условия 1. 1) при Ф*=Ф 0.

Обозначим ^‘(i, х] t., х»), t^t., Ио<е° (£*,  х.)<а°, множество всех век­
торов s вида

s'= [Л(о(Ф,фо(Ф),ЙЦ)) j 5(Ф,£,фо( ),т]о(-)), (12)

•где фе©(£,а:), ф0(Ф) =ф(Ф, t, х, щ(•)), Т]о(•)е{П(хо( •)_), [£, Ф] 1t, х}0, 
v0 (•)—сужение на [t, Ф]Х(? меры v0( ■)eo(i», х., Ф), m<> доставляет
min ш (Ф, фо (Ф), m). Такое множество можно построить для всякой пози- 

цпп (i, х) из достаточно малой полуокрестности O^i—i.<6, ||х—z*||<6  
при условии e°(i, x)^s°(t,, хТ).

Пусть ^o‘(i*,  ж.) — множество, составленное из тех и только тех век­
торов s, для которых существуют {(£„,£„)}: (in, #„)->-(£., z,), tn^t, и 
e°(i„, х„)^е"(^, х.), и при каждом п вектор: sn^S?*(.t n, xn\t,, ж.), причем 
{«„} сходится к s: ||s„—s||-*0.

Условие 2. Для всякой позиции (£.,£.): <0о<е°(£», П7*)<со°  и веро­
ятностной меры у(-) на Р существует согласованная с у(‘) вероятност­
ная мера ц(") на PXQ, на любом se5V(£*,  х.) удовлетворяющая нера­
венству

s' /(£., х., и, v) n(duXdv') > max min х., и, o'). (13)
Р q Q р

Отметим, что в случае, когда множества а(Ц х,, Ф) для всякой пози­
ции (o0<e°(i., х.) <и° слабо полунепрерывны сверху по включению при 
изменении Ф в каждой Ф.е© (i., ж»),

^o*(i.,  ж.)<= U U ^»(f., ж., Ф, v(-)).

В частности, это выполняется, если М„ меняются непрерывно с измене­
нием Ф.

Обобщением условия 2 является следующее
Условие 3. Для всякой позиции G)0<e°(^, х.) <со° и вероятностной 

меры у(-) на Р существует вероятностная мера ц(-) на PXQ, для кото- 
■рой по любому а>0 найдется такое б>0, что вдоль движения (₽„(£), удов-
летворяющего уравнению

dx с г
— — \ f(t,x,u,v') p(duXdv'), xit.f^x.,
dt J Jp Q

при всяком t: 0<t—t.<8 и e°(Z, фц(/))<е°(£., х.) существует
Ф?(0 |/., z.), для которого

s'J J f(t., х.. и, v) ji(duXdv) > max min s'fit., x., u, v)
P Q Q P

а. (14)
Q P

Теорема 3. Условие 3 достаточно для v-стабилъности множеств 
{Же, <По<е=С<в°}.
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Рассмотрим позиционную игру сближения — уклонения. Движения 
порожденные стратегиями 42/=с?/(1, х) <=Р и jC—T(t,x)<^Q I и 

II игроков соответственно, определяются как равномерные пределы ло­
маных Эйлера Хс, [ t ], удовлетворяющих уравнению

dx&[t]/dt=f(t,x&[t], и[т,-и)], н[т/0) ]), (15)

Жд[1о]=хо, и[т<и> ]еб2/(т(<“), жд[т,<и)]),

<Д,

тГЛ-тГ^А, Д-0.

Предположим, что min max s'f(t, х, и, v) =max min s'f(t, x, u, v).
P Q Q P

Задача 1. Найти стратегии для которых на любом дви­
жении a:°[i] выполнено

sup min'min а (О', Х&, [О], т) min min со (О, х° [0], т)
tA4z°, т-'ПН £ в Af#

inf min min со (О, х^, -tro [О], т), (16)
е^’о[О} 0

каковы бы ни были стратегии 42/,
Пусть выполняются условия 1 и 3. Тогда с учетом теорем 1 и 3 ана­

логично (6) доказывается следующая
Теорема 4. Стратегии экстремальные соответственно к

множествам и 7Рг, где е=е° (to, ж0), разрешают задачу 1 при условии 
coo<^e<^coJ, причем на всяком движении х [I] ==сс^о,^с Ш

min min со (О, х°[0], т) =е. (17)
в лг0

Приведем пример, показывающий, что условие 1.2) существенно в 
теоремах 1 и 4:

dx/dt=u—v, £о=О, жо=О, |и|<ц, | v | <v, v>2p,

0={Оо}, со(О0, х, т) = \х—тп|,
Ме„={т: c?i>/n0}U {т: т^—т0}, т0>рО0. (18)
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