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1. Характеристике топологических пространств посредством различ­
ных полугрупп и групп их преобразований (непрерывных, гомеоморфных, 
замкнутых) посвящены работы (4~44). Л. Б. Шнеперманом (*°)  указан 
широкий класс топологических пространств, которые полностью харак­
теризуются полугруппами всех своих непрерывных преобразований, в 
частности, в работе (“) им установлено, что ограниченное метрическое 
пространство, содержащее простую дугу, с точностью до гомеоморфизма- 
характеризуется алгебраической полугруппой всех своих непрерывных 
преобразований.

Цель настоящей работы — выявить, насколько полно полугруда всех 
пар непрерывных отображений двух метрических пространств друг в 
друга характеризует эти метрические пространства.

В работе установлено, что пара ограниченных метрических прост­
ранств, содержащих простую дугу, полностью характеризуется алгебраи­
ческой полугрудой всех пар непрерывных отображений этих пространств 
друг в друга (и. 16). Получена абстрактная характеристика топологи­
ческой полугруды всех пар непрерывных отображений двух ограничен­
ных метрических пространств друг в друга (п. 12), а для случая огра­
ниченных метрических пространств, содержащих простую дугу, и как 
алгебраической полугруды (п. 18).

2. Полу груд ой (2, 3) называется множество S, в котором опреде^*
лена тернарная алгебраическая операция, ставящая в соответствие каж­
дой тройке элементов s,^S элемент [ SiS2s3 причем

[ [ S4S2S3 ] S4S5 ] == Г S1 [ S4S3S2 ] Ss ] = [ S1S2 [ S3SiS5 ] ], Si^S.

Пусть Qt и й2 — два множества. Через 5(Q;) обозначим множество 
всех отображений Q,- в Q3-, где i, /=1, 2, i=Af.

В множестве 5=5(йъ Qz) =S(QI) X5(Q2) всех пар отображений (<р, ф), 
где сре5(й1), ф-6’(Й2), введем тернарную операцию:

[ (ф1, Ф1)(ф2, ф2) (фз, ф3) ] = (фз°ф2°ф1, Ф1°ф2°ф3).

Относительно этой операции (скрещенного тройного умножения пар отоб­
ражений) множество S является полугрудой.

3. Все необходимые сведения из теории полугруд можно найтп в ра­
ботах (2, 3), а из теории метрических и топологических пространств — в (*)..

4. Через S будем обозначать полугруду S, на множестве элементов 
которой определена топология р. Полугруду Sp будем называть тополо­
гической, если действие, определенное в полугруде, непрерывно отно­
сительно топологии р. Если топология на множестве элементов полугруды 
S порождается метрикой d, то обозначим эту полугруду через Sd. Тополо­
гическую полугруду Sd назовем метрической, если действие, опреде­
ленное в полугруде, непрерывно относительно этой метрикп. Полугруду 
назовем антикоммутативной, если любая пара элементов ее регу­
лярно сопряжена (13). Любой паре а, Ъ элементов полугруды S соответ­
ствует преобразование 8а, ь(х) = [axb], x^S. Это преобразование естественно 
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назвать латеральным сдвигом полугруды S. Пусть С — подмно­
жество полугруды S. Элементы a, b^S назовем биравнодействую­
щими на С, если [aca] = [bcb] для любого с<=С.

5. Идеал Hd полугруды Sd назовем g-идеалом, если для любых а, 
b^S

d(a, &)=supd([aAa], [ЬЛй]).
tlG-H

В пп. 6—8 и 12 речь будет идти о непрерывных гомоморфизмах и то­
пологических изоморфизмах.

6. Пусть К — категория всех метрических полугруд и о — бинарное 
отношение в категории К. Полугруду Bd такую, что AdoBd и Ad^Bd будем 
называтьо-расширением полугруды Ad*.  о-Расширение Bd полугруды 
Ad назовем плотным, если всякий гомоморфизм f полугруды Bd, являю­
щийся изометрией на Ad и удовлетворяющий условию (fAd)a(fBd), будет 
изоморфизмом. Плотное о-расширение Md полугруды Ad называется мак­
симальны м, если для всякого о-расширения Bd полугруды Ad из Md^Bd 
следует Md=Bd. Плотное о-расширение Md полугруды Ad называется уни­
версальным, если: 1) для всякого плотного о-расширения Bd полу­
груды Ad существует изоморфизм в Md, тождественный на Ad, и 2) всякий 
эндоморфизм полугруды Md, тождественный на Ad, является тождествен­
ным автоморфизмом.

7. В категории К всех метрических полугруд введем бинарное отно­
шение q: AdqBd тогда и только тогда, когда Ad — g-идеал Bd (см. п. 5). 
Всякое g-расширение является плотным. Если /^-компактная метрическая 
антпкоммутатпвная полугруда, то в категории К существует с точностью 
до изоморфизма единственное универсальное g-расширение 2JL полугруды 
Hd. Универсальное g-расширение fflld полугруды Hd является максималь­
ным.

8. Т е о р е м а. Если антикоммутативная топологическая полугруда ком­
пактна и метризуема, то при любом способе метризации максимальные 
q-расширения соответствующих метрических полугруд изоморфны.

9. Всюду ниже Qi и й2 — ограниченные метрические пространства, 
5=5(Й1, Q2) — множество всех пар отображений пространств и Q2 друг 
в друга (см. п. 2); G=G{Q.i, Q2) — подмножество S, состоящее из всех пар 
непрерывных отображений; //=//( Qi, Q2) — подмножество G, состоящее 
из всех пар константных отображений. S является полугрудой относитель­
но операции скрещенного тройного умножения пар отображений 
(см. п. 2), a G и Н — ее подполугруды. Н — минимальный идеал полу­
груды S.

* Здесь используется терминология, предложенная нам Л. М. Глускиным.

Пусть di и d2 — метрики пространств и Q2 соответственно. В QiXQ2 
определим метрику d: для любых («1, р4), (а2, р2) из QiXQ2

d{(ab ^1), (a2 p2)}=di(a!, a2)+d2(Pi, p2).
На полугруде S определим метрику d0:

<M(<Pi, (ф2, ^)} = sup d{(ipi£, (pit]), (i|)2£, ф2т|)}-
(n, S)eSiXQz

Метрика da на 5*  индуцирует метрику, а вместе с ней и топологию р0 
на G и Н.

10. Лемма. Топологическое пространство НРа гомеоморфно простран­
ству QiXQ2, а метрическая полугруда является q-идеалом полугру­
ды S*.

И. Теорема. Если Qi и Q2 — компактные метрические простран­
ства, то метрическая полугруда Gdl является максимальным q-расшире­
нием полугруды Hda.

12. Теорема. Пусть Qi и Q2 — компактные метрические простран­
ства. Топологическая полугруда Рр тогда и только тогда изоморфна топо­
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логической полугруде GPm когда топологическая полугруда Рр содержит 
топологическую подполугруду Тр, изоморфную топологической полугруде 
НРт и топологическая полугруда Рр является максимальным q-расшире- 
нием топологической полугруды, Тр.

13. Пусть В — идеал полугруды А. Определим семейство Г подмно­
жеств множества В. ВеГ тогда и только тогда, когда существуют элемен­
ты Ь^В и и, v^A такие, что [uLv]=b, [u(B\L)v]^>b. Если объединение 
любого конечного числа и пересечение произвольного числа множеств 
из Г опять являются множествами из Г, то, как и в (“), назовем В ба­
зисным и д е ал о м полугрудыЛ.

Примем Г за базис замкнутых множеств некоторой топологии о на 
В, если В — базисный идеал полугруды А. Договоримся, что если полу­
груда А содержит минимальный базисный идеал, то соответствующая ба­
зису Г топология будет обозначаться через а0-

14. Пусть антикоммутативная полугруда С — минимальный базис­
ный идеал полугруды А и топологическое пространство Са„ компактно и 
метризуемо. Если d — такая метрика на С, для любых а, Ье=А и любого 
Be Г 8а,ь (В) еГ (см. п. 4) и полугруда А не содержит элементов, би­
равнодействующих на С, то метрику d можно распространить на А: для 
любых а, Ъ^А

d(a, b) = sup d( [аса], [bcb]).сеС
Можно показать, что эта метрика индуцирует на А топологию, кото­

рая не зависит от способа метризации Са„. В силу этого, обозначим ее 
тоже через о0. Полугруда Аа„ топологическая.

Всюду ниже в пп. 15—19 Qi и й2— метрические пространства, со­
держащие простую дугу.

15. Теорема. Если й, и й2 — компактные метрические пространства, 
то на полугруде G(Qi, Й2) топологии о0 и р0 совпадают.

16. Теорема. Пусть Й/ и Q2' — произвольные метрические прост­
ранства. Полугруды (?(й4, й2) и £'(Й/, й2') изоморфны тогда и только 
тогда, когда пространства й, и й/ (i=l, 2) гомеоморфны.

17. Теорема. Для того чтобы пространства Й! и Й2 были связными, 
необходимо и достаточно, чтобы при любом a^G\H множество [аНа] 
было бесконечным.

18. Теорема. Пусть Й4 и Й2 — компактные метрические простран­
ства. Полугруда W тогда и только тогда изоморфна полугруде С(ЙЪ й2), 
когда-.

1) полугруда W содержит подполугруду F, изоморфную Н и являю­
щуюся минимальным, базисным идеалом-,

2) полугруда W не содержит элементов, биравнодействующих на F;
3) топологическое пространство Fa„ гомеоморфно пространству Н-:;
4) топологическая полугруда Wa> является максимальным q-pacuiu- 

рением топологической полугруды Fa„.
19. Автоморфизм / полугруды G=G(Qi, й2) назовем внутренним, 

если существуют такие гомеоморфизмы пространств Й, (i=l. 2) на 
себя что

V (ф, -ф) eG /(ф, ф) = (ВгфВГ1, Bl'fe-1) •

4 Зак. 88, т. 215, № 3

Теорема. Каждый автоморфизм полугруды G(^, й2) является го­
меоморфизмом топологического пространства Gp„ на себя.

Теорема. Все автоморфизмы полугруды С(йь й2) внутренние.
В заключение автор считает своим приятным долгом выразить глубо­

кую благодарность акад. П. С. Александрову, проф. Л. М. Глускину и 
А. А. Мальцеву за ценные советы и обсуждение работы.

Институт математики и механики Поступило
Академии наук АзербССР 21 IX 1973
Баку 4
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